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Получено точное решение для изотермы мономолекулярной адсорбции при линейной энергетиче-
ской неоднородности поверхности. Показано, что интерпретация многочисленных эксперимен-
тальных результатов, ранее ассоциируемых с равномерной энергетической неоднородностью поверх-
ности (адсорбционная модель Тёмкина) на основании наличия у изотермы протяженных линейных
участков в полулогарифмических координатах, может потребовать основательного пересмотра. Изу-
чены свойства новой изотермы, рассмотрены асимптотические и физически предельные случаи. По-
казано, что в случае полилогарифмической адсорбционной модели неоднородность поверхности
представлена двумя параметрами, энергетической дисперсией (идентичен параметру неоднородно-
сти адсорбционной модели Тёмкина) и энергетическим градиентом. В зависимости от знака послед-
него, различаются адсорбционно-агрессивные и адсорбционно-умеренные поверхности. Для первых
чем больше теплота адсорбции участка поверхности, тем большее количество таких участков поверх-
ности имеется, тогда как для вторых бóльшая теплота адсорбции присуща меньшему количеству
участков поверхности. Физически, больший энергетический градиент “толкает” систему в том же на-
правлении, что и бóльшая энергетическая дисперсия, однако делает это менее динамично. Аналогич-
но адсорбционной модели Тёмкина, выделен случай “средних заполнений” (термин Тёмкина), для
него выведена упрощенная форма полилогарифмической изотермы.
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ВВЕДЕНИЕ
Вопрос, связанный с типом изотерм на энерге-

тически неоднородных поверхностях, историче-
ски восходит к работам И. Ленгмюра [1]. При за-
данной неоднородности a (ε), интегрирование с
ядром L производится по теплоте адсорбции ε по
всей поверхности S, на каждом из бесконечно ма-
лых участков которой реализуется изотерма Ленг-
мюра:

(1)

где θ – степень покрытия поверхности.
Интегрирование по степени покрытия в урав-

нении (1) с ленгмюровским ядром

(2)

где p – давление в газовой фазе, ионная актив-
ность в жидкой фазе или концентрация при усло-
вии, что раствор имеет постоянную ионную силу,

по теплоте адсорбции от  до 

вдоль параметрически задаваемой линии (пара-
метр )

, (3)

приводит к хорошо известной изотерме Тёмкина [2]:
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сильно адсорбирующим участкам поверхности,

 – параметр энергетической неодно-

родности поверхности (константа), a0 p – безраз-
мерное давление (активность или концентрация
сообразно вышесказанному). В случае  су-
ществует диапазон так называемых “средних по-
крытий”, определенный таким образом непо-
средственно Тёмкиным, где имеют место следую-
щие неравенства:

(5a)
т.е. сильно адсорбирующие участки поверхности,
главным образом, заняты, и

(5b)
что соответствует, главным образом, незанятости
слабо адсорбирующих участков поверхности.
Упрощенная форма уравнения (4)

(6)

происходит именно из такого условия Тёмкина и
весьма ценится в экспериментальных работах
вследствие удобной в обработке линейной зави-
симости в полулогарифмических координатах [3].

Хорошо известно, что результат, аналогичный
уравнению (4), можно также получить интегри-
рованием

(7)

с дифференциальной функцией распределения
адсорбирующих участков поверхности по теплоте
адсорбции вида [4]

(8)

Следует обратить внимание, что при формули-
ровке исходных условий иногда имеет место сле-
дующее недоразумение. Об изотерме Тёмкина ча-
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сто говорят как о линейном распределении, хотя
такая характеристика связана с упорядочением
адсорбирующих участков поверхности по теплоте
адсорбции при интегрировании по степени покры-
тия. Функция распределения же участков по-
верхности является константой, т.е. вероятность
того, что случайно выбранный адсорбирующий
участок поверхности характеризуется теплотой
адсорбции ε, не зависит от ε (рис. 1a). В свою оче-
редь, ε линейно возрастает или убывает при пере-
ходе от одной группы адсорбирующих участков
поверхности к другой. Энергетически такой тип
поверхности характеризуется как равномерно не-
однородный.

В отличие от равномерно неоднородных по-
верхностей, тип линейно неоднородной поверх-
ности не упоминается в монографиях по адсорб-
ции [5, 6], а какой-либо его детальный анализ,
возможно, выполненный ранее, авторам неизве-
стен. По всей видимости, дефицит внимания к
линейной неоднородности связан с тем, что точ-
ное аналитическое выражение для интеграла в
уравнении (7) связано со специальной функцией,
так называемой полилогарифмической функцией
2-го рода, или дилогарифмом, которая упоминает-
ся в традиционных справочниках по специаль-
ным функциям отнюдь не детально (см., напри-
мер, [7]). Лишь в относительно недавнее время
она вызвала интерес, а ее свойства были подроб-
но изучены [8–10]. Вкратце охарактеризуем ее в
целом. Некоторые из возможных представлений
дилогарифма связаны с интегралом

,

а при  также рядом

В соответствии с определением, полилогариф-
мическая функция 2-го рода – аналитическая в 
всюду, кроме z = 1, где она имеет логарифмиче-
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Рис. 1. Функции распределения для: (a) энергетически равномерно неоднородной поверхности (адсорбционная мо-
дель Тёмкина), (б) линейно неоднородной поверхности – адсорбционно агрессивной, (в) линейно неоднородной по-
верхности – умеренной.
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скую точку ветвления. Для действительных зна-
чений z = x имеет место разрез вдоль действитель-
ной оси от 1 до +∞. Данная особенность не суще-
ственна в контексте настоящего сообщения,
поскольку далее пойдет речь о существенно отри-
цательных действительных аргументах 
полилогарифмической функции 2-го рода, кото-
рая при этом непрерывна, отрицательна и квази-
логарифмически убывает при возрастании |x|.

ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ И ИЗОТЕРМА 
АДСОРБЦИИ ПРИ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИ 

ЛИНЕЙНО НЕОДНОРОДНОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ

Линейной энергетической неоднородности
поверхности соответствует следующая функция
распределения адсорбирующих участков поверх-
ности по теплоте адсорбции (рис. 1б, 1в):

(9)

где γ – фактор линейной неоднородности, при-
чем неравенство  неизбежно следует из
условия неотрицательности функции распреде-
ления, которая не может пересекать ось абсцисс
на рис. 1б, в.

В отличие от функции распределения (8), ко-
личество адсорбирующих участков поверхности с
теплотой адсорбции ε прямо пропорционально ε.
Для адсорбционно агрессивных поверхностей с
γ > 0 носителями большей теплоты адсорбции ε
является большее количество адсорбирующих
участков поверхности, для адсорбционно уме-
ренных поверхностей с γ < 0 – наоборот, мень-
шее. При γ = 0 возникает случай адсорбционной
модели Тёмкина на энергетически равномерно
неоднородной поверхности с уравнением (8).

Энергетическая неоднородность поверхности
с функцией распределения (9) характеризуется
двумя параметрами, c и γ. Первый “унаследован”
из адсорбционной модели Тёмкина и отвечает за
ширину диапазона возможных значений теплоты
адсорбции (“энергетическая дисперсия” адсор-
бирующих участков поверхности). Второй отсут-
ствует в адсорбционной модели Тёмкина и отве-
чает за то, сколь сильно адсорбционные участки
поверхности различаются по количеству в зави-
симости от теплоты адсорбции ε (“энергетиче-
ский градиент”). Оба параметра суть характери-
стики энергетической неоднородности поверх-
ности.

Интегрирование функции распределения (9) с
ленгмюровским ядром (2) может быть осуществ-
лено аналитически. Рассмотрим соответствую-
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щее выражение для степени покрытия поверх-
ности

, (10)

где I1 принимает “квази-тёмкинскую” форму

(11)

I2 имеет следующий вид:

(12)

где Li2 – полилогарифмическая функция 2-го ро-
да, или дилогарифм.

Подставляя уравнения (11) и (12) в (10), полу-
чаем окончательную форму полилогарифмиче-
ской изотермы:

(13)

Как следует из уравнения (13), предельным
случаем полилогарифмической изотермы при
γ = 0 является изотерма Тёмкина (4).

ОБСУЖДЕНИЕ
Некоторые типичные графики полилогариф-

мической изотермы адсорбции (13) приведены на
рис. 2.

Рассмотрим асимптотическое поведение по-
лилогарифмической изотермы в сравнении с изо-
термой Тёмкина.

При  асимптотика  следует из раз-
ложения в ряд функции Li2(–x) вдоль отрицатель-
ной части оси абсцисс
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Рис. 2. Факторы энергетической неоднородности: a. Энергетическая дисперсия c = 8, энергетический градиент
γ = 0.03125 (адсорбционно агрессивная поверхность); б. c = 8, γ = –0.03125 (адсорбционно умеренная поверхность);
в. c = 2, γ = 0.5 (адсорбционно агрессивная поверхность); г. c = 2, γ = –0.5 (адсорбционно умеренная поверхность).
Сплошные кривые: полная изотерма; штриховые кривые: “тёмкинская” компонента в ее составе.
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и принимает вид

(15)

При  асимптотику можно получить из
свойств дилогарифма для комплексной переменной z:

(16)

которая справедлива для действительных x < 0,
посредством последовательной замены z на 1/x:

(17)

При  уравнения (15) и (17) позволяют полу-
чить асимптотическое поведение, соответствую-
щее адсорбционной модели Тёмкина.

Как следует из рис. 2a, полилогарифмической
изотерме в целом присущ существенно более ди-
намичный рост на адсорбционно агрессивных
поверхностях, по сравнению с ее “тёмкинской”
компонентой, начиная с области низких давле-
ний. В пределе высоких давлений полилогариф-
мическая изотерма выходит на асимптотику θ = 1
быстрее. Совершенно противоположная картина
имеет место на адсорбционно умеренной поверх-
ности (рис. 2б). Рисунки 2в и 2г отражают ситуа-
цию малой энергетической дисперсии, не пред-
ставляющую интереса в рамках адсорбционной
модели Тёмкина. Чем ýже диапазон возможных
значений теплоты адсорбции, тем ближе “тём-
кинская” компонента к полилогарифмической
изотерме. Благодаря этому, имеется возможность
изучить “чистый” эффект энергетического гра-
диента. Он “толкает” систему в том же направле-
нии, что и энергетическая дисперсия, но менее
интенсивно.

Рассмотрим область “средних покрытий” (ср.
с уравнением (6)). Учитывая разложения (14) и
(16) и неравенства (5), легко получить для 1-го сла-
гаемого в уравнении (13)

для третьего слагаемого

а второе слагаемое принимает ту же форму, что в
уравнении (6). В итоге получаем:

(18)

( ) + − + −

+ −

 θ → = − γ − + γ + −
  

γ − + − − +
  

2 2 2 3

1( 0) ( ) ( )
2

1 1 ( 1) ( ) ( ).
2 2

cp a a a a p
c

c a a p O p
c
→ ∞p

( )π − = − − + − 
 

2
2

2 2
1 1Li ln Li ,

6 2
z z

z

( ) + − + −

+ −

− γ − + γ +
θ → ∞ = − ×

 × +  
 

2

1 ( )
2( ) 1

1

]

1 .

[ca a a a
cp

a a

O
p p

γ = 0

+ − +
 πγ − − − ≈ γ − − 
 

2
2

2 2
1[Li ( ) Li ( )] ln ( ) ,

6 2
a p a p a p

+ − +
γγ + + ≈ln[(1 )(1 )] ln( ),

2 2
cc a p a p a p

+ + +
 πθ = + γ − − + 
 

2
21 1ln( ) ln ( ) ln( ) .

6 2 2
ca p a p a p

c

Это – упрощенная форма полилогарифмической
изотермы для области “средних покрытий”, яв-
ляющаяся аналогом уравнения (6) в адсорбцион-
ной модели Тёмкина. Первое слагаемое

 в уравнении (18) представляет вклад

линеаризованной “квази-тёмкинской” компо-
ненты (см. уравнение (6)) в этой области. Вторая
компонента представляет собой отклонение по-
лилогарифмической изотермы от “квази-тём-
кинского” вклада. Заметим, что в полулогариф-
мических координатах зависимость будет носить
квадратичный характер (∪-образный для адсорб-
ционно агрессивных и ∩-образный для адсорб-
ционно умеренных поверхностей).

Ранее было отмечено (см. уравнение (9)), что
имеется естественное ограничение, накладывае-
мое на величину энергетического градиента γ.
Присваивая ему предельно возможное значение

 (адсорбционно умеренная поверх-
ность) в уравнении (18), для области “средних по-
крытий” получаем следующее выражение:

(19)

Противоположное предельно возможное зна-
чение энергетического градиента γ =  в случае
адсорбционно агрессивных поверхностей приво-
дит к следующему уравнению для “средних по-
крытий”:

(20)

Уравнения (19) и (20) представляют собой
упрощенную полилогарифмическую изотерму в
области “средних покрытий” при наиболее выра-
женном эффекте энергетического градиента ад-
сорбирующих участков поверхности.

Практическая применимость полилогариф-
мической изотермы для интерпретации экспери-
ментальных данных рассмотрена в работах авто-
ров [11, 12].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Реализацию полилогарифмической изотермы

следует ожидать на поверхностях с линейным
распределением адсорбирующих участков по теп-
лоте адсорбции. Проанализировано функцио-
нальное поведение изотермы, ее предельные слу-
чаи при предельном значении энергетического
градиента для адсорбционно агрессивных и уме-
ренных поверхностей, в также асимптотическое
поведение в области высоких и низких давлений
(или активностей, а в случае растворов с постоян-
ной ионной силой – и концентраций). Проведе-
но сравнение полилогарифмической изотермы с
логарифмической изотермой Тёмкина.
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Протяженные прямолинейные участки “ква-
зи-тёмкинской” компоненты в высокой степени
воспроизводятся и полилогарифмической изо-
термой в целом. Таким образом, наличие протя-
женных прямолинейных участков на зависимо-
стях степени покрытия поверхности от давления
(ионной активности или концентрации в соот-
ветствующих случаях) необязательно указывает
на равномерную энергетическую неоднородность
поверхности, что де-факто считалось очевидным
прежде.

Представленные результаты важны и в кон-
тексте решения обратной задачи, то есть рекон-
струкции функции распределения на основе экс-
периментально определенной изотермы  пу-
тем решения интегрального уравнения типа (7).
При этом  получает аппроксимацию на осно-
ве экспериментальных данных в качестве отправ-
ной точки. В такой ситуации, будучи нацеленны-
ми на энергетическую неоднородность поверхно-
сти, удовлетворяющую более слабому закону,
нежели экспоненциальный, весьма вероятно и
естественно искать (и найти, с учетом прибли-
женных исходных данных!) решение скорее в ви-
де линейной функции, нежели в виде сложной
полилогарифмической функциональной формы,
особенно если экспериментальные данные на-
прашиваются на прямолинейную аппроксима-
цию в полулогарифмических координатах. Все
это делает энергетически равномерную и линей-
ную неоднородности поверхности трудноразли-
чимыми. Тем не менее, практически все ранее
полученные результаты, ассоциируемые с равно-
мерной энергетической неоднородностью по-
верхности в результате анализа прямолинейных
участков экспериментально определенной изо-
термы адсорбции, могут требовать пересмотра и
иной интерпретации.

Данная работа была частично (Л.Ц., Н.Ш.)
поддержана Российским научным фондом, про-
ект № 18-16-00006.
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Abstract—An exact solution for the monomolecular adsorption isotherm on the surface with linear energetic
heterogeneity has been obtained. It is shown that the interpretation of numerous experimental data that were
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earlier associated with a surface energy heterogeneity (the Temkin adsorption model) may require an exten-
sive revision because of the existence of lengthy linear segments of an isotherm in semilogarithmic coordi-
nates. The new properties of the isotherm are studied and the asymptotic and physical limiting cases have
been considered. It has been shown that the surface energetic heterogeneity in the case of the polylogarithmic
adsorption model is represented by two parameters: the energy dispersion, which is identical to the Temkin
model heterogeneity parameter, and energy gradient. Depending on the sign of the latter, predatory surfaces
and are distinguished. For predatory surfaces, the greater the adsorption heat of the surface area, the larger
the number of such surface domains. For temperate surfaces, the greater adsorption heat is inherent in fewer
surface domains. Physically, the greater adsorption gradient “pushes” the system in the same direction as the
greater energy dispersion but less pronouncedly. Similar to the Temkin adsorption model, a simplified form
of the polylogarithmic isotherm is obtained for the case of “medium coverage” (the term by Temkin).

Keywords: adsorption, isotherm, Temkin
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