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Рассматривается нелинейное дифференциальное уравнение в частных производных четвертого по-
рядка со степенными и нелокальными нелинейностями. Уравнение используется для описания
распространения импульсов в оптическом волокне. Задача Коши для исследуемого уравнения не
решается методом обратной задачи рассеяния, поэтому рассматривается редукция этого уравнения
в частных производных к обыкновенному дифференциальному уравнению (ОДУ). Для построения
редукции используются переменные бегущей волны. Принимая во внимание переменные бегущей
волны, получена система ОДУ для мнимой и действительной части. Для проверки интегрируемости
системы ОДУ проведен тест Пенлеве. Установлено, что система ОДУ не проходит тест Пенлеве.
Однако используя индексы Фукса, полученные при выполнении второго шага теста Пенлеве, опре-
делена скорость бегущей волны, при которой исследуемая модель упрощается. При этом условии
система ОДУ является совместной, и остается одно уравнение четвертого порядка. Для поиска
точных решений применяется метод простейших уравнений. В результате построены решения,
выраженные через эллиптическую функцию Якоби и экспоненциальную функцию. Найденные
точные решения содержат две произвольные постоянные и имеют вид периодических и уединен-
ных волн.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для описания распространения импульсов в
оптических волокнах используются различные
модели. Одной из самых популярных моделей яв-
ляется уравнение Радхакришнана–Кунду–Лакс-
манана [1, 2]. Кроме того используют следующие
уравнения: уравнение Чена-Ли-Лу [3, 4], уравне-
ние Кунду–Мекури–Наскара [5, 6] и другие [7–
9]. Несмотря на большое колличество используе-
мых уравнений, представляет интерес поиск но-
вых моделей для описания распространения им-
пульсов в оптических волокнах. В статье [10]
предложен метод построения уравнений высоко-
го порядка, которые могут использоваться для
описания оптических импульсов.

Для многих известных в оптике моделей ищут-
ся решения в виде уединенных импульсов [11–
15]. Однако более важной задачей является по-
строение общих решений [16–19]. В связи с этим
возникает задача проверки интегрируемости изу-

чаемых уравнений, для чего можно использовать
тест Пенлеве [20–22].

В данной работе рассматривается одно из
уравнений построенных в статье [10]

(1)

где  – мнимая единица ( ),  – ком-
плекснозначная функция, соответствующая про-
филю волны, , , , , , , ,  – параметры
уравнения (1). Уравнение (1) при параметре 
ранее рассматривалось в работе [23]. Задача Коши
для (1) не решается методом обратной задачи рас-
сеяния, поэтому для поиска его решений (1) ис-
пользуем переменные бегущей волны (2).

(2)

Подставляя решение в виде (2) в уравнение,
получаем систему обыкновенных дифференци-
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альных уравнений, соответствующую мнимой и
действительной частям уравнения (1)

(3)

(4)

Целью данной работы является исследование
интегрируемости уравнения (1) и построение его
точных решений в переменных бегущей волны.

Статья состоит из трех разделов. В разделе 2
использован тест Пенлеве для проверки интегри-
руемости системы уравнений (3)–(4). В разделе 3
найдены точные решения уравнения (1) в пере-
менных бегущей водны.

2. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕСТА ПЕНЛЕВЕ 
ДЛЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ (3)–(4)

Тест Пенлеве один из эффективных методов
исследования аналитических свойств обыкно-
венных дифференциальных уравнений (ОДУ).
Прохождение теста Пенлеве является необходи-
мым условием интегрируемости ОДУ. То есть ес-
ли уравнение не проходит тест Пенлеве, то, как
правило, общего решения у этого уравнения нет.

Для проверки свойства Пенлеве будем исполь-
зовать модифицированный алгоритм Ковалев-
ской [20–22]. Этот алгоритм проверяет колличе-
ство произвольных постоянных в разложении ре-
шения в ряд Лорана. Если число произвольных
постоянных, полученных в результате проведе-
ния теста, совпадает с порядком уравнения, то
имеет смысл искать общее решение уравнения.

Модифицированный алгоритм Ковалевской
состоит из трех шагов. Рассмотрим эти шаги для
исследования аналитических свойств обыкно-
венного дифференциального уравнения.

Пусть имеем ОДУ -го порядка

Вначале из этого уравнения находятся ведущие
члены, подставляя  и выбирая
слагаемые, в которых показатель степени 
наименьший.

Шаг 1. Определение порядка полюса решения.
Используем  в виде

(5)
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 – произвольная постоянная,  и  – неизвест-
ные постоянные.

Подставляя (5) в ведущие члены уравнения,
находим значения , приравнивая показатели
степеней , а из равенства коэффициентов при
степени  находим постоянную . Найденные
значения  соответствуют полюсам решения. Ес-
ли значения  целые, то переходим ко второму
шагу.

Шаг 2. Определение индексов Фукса. Для каж-
дой пары значений  и  используем  в виде

(6)

 и  – постоянные, полученные на первом ша-
ге,  – индексы Фукса,  – коэффициенты ряда
Лорана для решения , которые не определя-
ются. Подставляем (6) в ведущие члены и собира-
ем коэффициенты при . Приравнивая нулю ко-
эффициент при первой степени , получаем
уравнение для определения индексов Фукса

. Если все индексы Фукса целые, то пере-
ходим к следующему шагу.

Шаг 3. Определение произвольных постоянных.
Расположим индексы Фукса в порядке возраста-
ния. Тогда , что соответствует произволь-
ной постоянной , и . Исполь-
зуем  в виде

(7)

Подставляем (7) в исходное уравнение и собира-
ем коэффициенты при различных степенях .
Приравнивая выражения при  нулю, находим
коэффициенты . Если  равно индексу Фукса,
то невозможно найти . И если коэффициент
при  равен нулю, то  произвольная посто-
янная, иначе тест Пенлеве не выполнен. Однако
если коэффициент при  зависит от парамет-
ров уравнения, то можно найти условия на эти
параметры, при которых  будет произвольным.
Если все  при  будут произвольны-
ми, то исходное уравнение проходит тест Пенлеве.

Тест Пенлеве для системы ОДУ выполняется
аналогично. Далее в этом разделе проведем тест
Пенлеве для системы уравнений (3)–(4).

Шаг 1. Находим ведущие члены для системы
уравнений (3), (4), используя подстановки:

 и . Получаем
два возможных варианта значений  и .
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В первом случае , , а коэффициенты
 и  принимают следующий вид

(8)

Системы с ведущими членами (3), (4) записы-
ваются следующим образом

(9)

Во втором случае , , при этом  и 
имеют вид

(10)

Получаем следующую систему с ведущими
членами

(11)

Шаг 2. Рассмотри первый случай, когда ,
. Используем  и  в следующем виде

(12)

Подставляя (12) в (9) и собирая коэффициенты
при  и , составляем матрицу из выражений при
первых степенях  и 

Приравнивая нулю определитель этой матри-
цы, получаем уравнение для поиска индексов
Фукса. Таким образом, находим, что индексы
Фукса зависят от параметров системы. Аналогич-
ные результаты получаем для второго случая при

, .

Рассмотрим частный случай: .
В этом случае получаем четыре целых индекса

Фукса для двух значений  из (8)
(13)

но для двух других значений  из (8) получаем
два целых и два нецелых индекса Фукса

(14)
Это означает, что рассматриваемая система урав-
нений не проходит тест Пенлеве, и нет необходи-
мости выполнять третий шаг. Однако, выполняя
третий шаг теста, часто удается найти условия на
параметры, при которых модель упрощается.

Шаг 3. Используем  и  в виде

(15)

Подставляем (15) в систему (3), (4) и собираем
коэффициенты при различных степенях . Затем,
приравнивая выражения при степенях  нулю,
находим коэффициенты разложения (15). Таким
образом, получаем, что все  для , .
Из чего получаем, что при некотором значении
скорости бегущей волны, можно положить коэф-
фициент  равным нулю. Для этого выбираем
следующую скорость

(16)

При условии (16) получаем, что , в
этом случае уравнение (3) тождественно выпол-
няется. И задача сводится к нахождению реше-
ний уравнения (4), которое принимает вид

(17)

Уравнение (17) так же не проходит тест Пенле-
ве, поэтому не имеет общего решения. Однако
используя специальные методы будем искать точ-
ные решения (17).
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3. ПОСТРОЕНИЕ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ 
УРАВНЕНИЯ (17)

В разделе 2 получено, что система (3)–(4) не
проходит тест Пенлеве, следовательно, уравне-
ние (17) не обладает свойством Пенлеве и не име-
ет общего решения с четырьмя произвольными
постоянными. Поэтому будем искать решение
уравнения с меньшим числом постоянных. Точ-
ные решения ищем, используя метод простейших
уравнений [24, 25]. При применении этого метода
искомое решение выражается через решение дру-
гого уравнения, которое называют простейшим.
При этом следует принимать во внимание усло-
вие соответствия порядков полюсов решения
уравнения (17) и выражения составленного из ре-
шения простейшего уравнения.

В качестве простейшего будем использовать
следующее уравнение

(18)

Решение уравнения (18) в общем случае выра-
жается через эллиптическую функцию Вейер-
штрасса или одну из эллиптических функций
Якоби. Покажем, как решение уравнения (18)
выражается через эллиптическую функцию Яко-
би. Пусть , , ,  корни уравнения

. И также имеем, что ,
. Тогда уравнение (18) можно переписать

следующим образом

(19)

Из (19) получаем, что решение уравнения (18)
выражается через эллиптический синус

(20)

Теперь применим метод простейших уравне-
ний для (17). Порядок полюса решения уравне-
ния (17) совпадает с порядком полюса решения
уравнения (18) и равен единице. Поэтому будем
искать решение уравнения (17) в виде

(21)

где  – решение уравнения (18),  и  – неиз-
вестные постоянные.

Дифференцируя (18) по , получаем, что реше-
ние уравнения (18) также удовлетворяет следую-
щим уравнениям
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Дифференцируя (21) и используя (22), получа-
ем выражения для производных функции 

(23)

Подставляем (21), (23) в (17) и собираем коэф-
фициенты при различных степенях . Таким
образом, получаем алгебраическое уравнение

(24)

Приравнивая нулю коэффициенты при различ-
ных степенях , получаем следующие условия
на параметры

(25)

При этих условиях выражение (21) является ре-
шением уравнения (17) и имеет вид

(26)

 и  – произвольные постоянные, , ,  из (25).
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Решения (26) при условиях (25) и значениях
параметров , , , , ,

, , , а также при значениях пара-
метров , , , , , ,

,  представлены на рис. 1.
Рассмотрим частный случай. Пусть в уравне-

нии (18) , тогда решение уравнения (18) при-
нимает вид уединенной волны

(27)

Тогда из уравнения (24) при условии , по-
лучаем следующие условия

(28)

Таким образом, получаем решение в виде
уединенной волны

(29)

 и  – произвольные постоянные, , , 
из (28).
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Решения (29) при условиях (28) и значениях
параметров , , , , ,

, , а также при значениях пара-
метров , , , , , ,

, ,  построены на рис. 2.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрено дифференциальное уравнение в
частных производных четвертого порядка со сте-
пенными и нелокальными нелинейностями, ис-
пользуемое для описания оптических импульсов.
С помощью переменных бегущей волны получе-
на редукция исходного уравнения, которая явля-
ется системой обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (ОДУ). Установлено, что постро-
енная система ОДУ не проходит тест Пенлеве. В
результате применения теста Пенлеве получены
индексы Фукса, с помощью которых найдено
условие на скорость бегущей волны, упрощаю-
щее исследуемую систему. При найденном значе-
нии скорости система ОДУ становится совмест-
ной, и остается только одно уравнение, решения
которого были построены при помощи метода
простейших уравнений. Найденные точные ре-
шения имеют две произвольные постоянные. По-
лученные решения выражаются через эллиптиче-
скую функцию Якоби и экспоненциальную
функцию и имеют соответственно форму перио-
дических и уединенных волн. Построенные точ-
ные решения в переменных бегущей волны ил-
люстрируются при некоторых значениях пара-
метров.

= −1a α = −1 β = 1 ν = −2 μ = 2
=0 10z = , ,1 10 100û

= −10a −1 − .0 1 α = −1 β = 1 ν = −2
μ = 2 =0 10z = 1û

Рис. 1. Решение (26) при параметрах , , , , , , ,  (слева), при параметрах
, , , , , , ,  (справа).
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Abstract—The nonlinear fourth-order partial differential equation is considered with power and nonlocal
nonlinearities. This equation is used to describe the propagation of pulses in an optical fiber. Since the Cau-
chy problem for this equation cannot be solved by the inverse scattering transform method, the reduction of
this partial differential equation to an ordinary differential equation (ODE) is considered. To construct the
reduction, the traveling wave variables are used. Using a traveling wave solution, a system of ODEs is obtained
composed of the imaginary and real parts of the equation. The Painlevé test is performed to check the inte-
grability of this reduction. It is established that the constructed system of ODEs does not have the Painlevé
property. Using the Fuchs indices obtained during the second step of the Painlevé test, the values of traveling
wave velocity is found at which the model is simplified. In this case, only one four-order equation remains in
the system of ODEs, and the simplest equation method is used to find exact solutions of it. As a result, solu-
tions expressed in terms of the Jacobi elliptic function and the exponential function are constructed. The
found exact solutions have two arbitrary constants and have the form of periodic and solitary waves.
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