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Описан ряд простых, но достаточно эффективных методов построения точных решений нелиней-
ных уравнений с частными производными, которые не требуют специальной подготовки и приво-
дят к небольшому объему промежуточных вычислений. Эти методы базируются на следующих двух
основных идеях: (i) простые точные решения могут служить основой для построения более сложных
решений рассматриваемых уравнений; (ii) точные решения одних уравнений могут служить осно-
вой для построения решений более сложных уравнений. В частности, предложен метод построения
сложных решений, исходя из простых решений, с помощью преобразований сдвига и масштабиро-
вания; показано, что в некоторых случаях можно получать достаточно сложные решения путем до-
бавления слагаемых к более простым решениям; рассматриваются ситуации, когда с помощью од-
нотипных простых решений можно построить более сложное составное решение (нелинейная су-
перпозиция решений); описан метод построения сложных точных решений линейных уравнений
путем введения комплексного параметра в более простые решения. Эффективность предложенных
методов иллюстрируется большим числом конкретных примеров. Рассматриваются нелинейные
уравнения теплопроводности, реакционно-диффузионные уравнения, нелинейные волновые урав-
нения, уравнения движения в пористых средах, уравнения гидродинамического пограничного
слоя, уравнения движения жидкой пленки, уравнения газовой динамики, уравнения Навье–Стокса
и др. Помимо точных решений обычных уравнений с частными производными описаны также не-
которые точные решения нелинейных функционально-дифференциальных уравнений типа панто-
графа с частными производными, которые кроме искомой функции содержат также функции с рас-
тяжением или сжатием независимых переменных. Сформулирован принцип аналогии, позволяю-
щий эффективно строить точные решения таких функционально-дифференциальных уравнений.

Ключевые слова: точные решения, нелинейные уравнения с частными производными, реакционно-
диффузионные уравнения, нелинейные волновые уравнения, функционально-дифференциальные
уравнения типа пантографа, решения с обобщенным разделением переменных
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1. ВВЕДЕНИЕ
1.1. Предварительные замечания

Исследование свойств и методы построения
точных решений нелинейных дифференциаль-
ных уравнений необходимы для разработки, ана-
лиза и тестирования различных математических
моделей, используемых в естествознании и тех-
нике. Существует несколько основных методов
поиска точных решений и построения редукций
нелинейных уравнений с частными производны-

ми: метод группового анализа дифференциаль-
ных уравнений (метод поиска классических сим-
метрий) [1–5], методы поиска неклассических
симметрий [6–9], прямой метод Кларксона–Кру-
скала [10–14], методы обобщенного разделения
переменных [12–15], методы функционального
разделения переменных [14, 16–18], метод диф-
ференциальных связей [12–14, 19], метод усечен-
ных разложений Пенлеве [20–22]. Применение
этих методов требует специальной подготовки и,
как правило, сопровождается трудоемким анали-
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зом и большим объемом аналитических преобра-
зований и промежуточных вычислений.

В данной работе описан ряд простых, но до-
статочно эффективных методов построения точ-
ных решений нелинейных уравнений с частными
производными, которые не требуют специальной
подготовки и проводят к небольшому объему
промежуточных вычислений. Эти методы бази-
руются на следующих двух основных идеях:

 простые точные решения могут служить ос-
новой для построения более сложных решений
рассматриваемых уравнений,

 точные решения одних уравнений могут слу-
жить основой для построения решений других
более сложных уравнений.

Эффективность предложенных методов иллю-
стрируется большим числом конкретных приме-
ров. Рассматриваются нелинейные уравнения
теплопроводности, реакционно-диффузионные
уравнения, нелинейные волновые уравнения,
уравнения движения в пористых средах, уравне-
ния гидродинамического пограничного слоя,
уравнения движения жидкой пленки, уравнения
газовой динамики, уравнения Навье–Стокса и
др. Помимо точных решений обычных уравнений
с частными производными описаны также неко-
торые точные решения нелинейных функцио-
нально-дифференциальных уравнений типа пан-
тографа и уравнений с постоянным запаздыванием.

1.2. Точные решения нелинейных уравнений 
с частными производными (используемая 

терминология)

В данной статье термин точное решение для не-
линейных уравнений в частных производных бу-
дем применять в случаях, когда решение выража-
ется:

(i) через элементарные функции, функции,
входящие в уравнение (это необходимо, когда
уравнение содержит произвольные функции), и
неопределенные или/и определенные интегралы;

(ii) через решения обыкновенных дифферен-
циальных уравнений или систем таких уравнений.

Допустимы комбинации решений из пп. (i)–
(ii). В случае (i) точное решение может быть пред-
ставлено в явной, неявной или параметрической
форме. Более детально терминология по данному
вопросу обсуждается в книге [14].

•

•

2. ПОСТРОЕНИЕ СЛОЖНЫХ РЕШЕНИЙ, 
ИСХОДЯ ИЗ ПРОСТЫХ РЕШЕНИЙ, 

С ПОМОЩЬЮ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ СДВИГА 
И МАСШТАБИРОВАНИЯ

2.1. Некоторые определения. Простейшие 
преобразования

Будем говорить, что уравнение с частными
производными

(1)

инвариантно относительно однопараметриче-
ского обратимого преобразования

(2)

если после подстановки выражений (2) в (1) полу-
чим точно такое же уравнение

Важно отметить, что параметр , который может
принимать значения на некотором интервале

, не входит в рассматриваемое уравнение (1).
Преобразования, сохраняющие вид уравне-

ния (1), преобразуют решение рассматриваемого
уравнения в решение этого же уравнения.

Функция  (отличная от константы и не
зависящая от a) называется инвариантом преобра-
зования (2), если она сохраняется при этом преоб-
разовании, т.е.

при всех допустимых значениях параметра .
Инварианты преобразования определяются

неоднозначно, так как произвольная функция от
инвариантов также является инвариантом.

Решение  уравнения (1) называется
инвариантным, если оно при преобразовании (2)
переходит в точно такое же решение .

Далее будут рассматриваться только однопара-
метрические преобразования вида

и композиции этих преобразований. Здесь  и 
( ) – постоянные величины, зависящие
от свободного параметра . Такие преобразова-
ния будем называть простейшими преобразова-
ниями.

Ниже на конкретном примере показано, как
определять инварианты простейших преобразо-

, , , , , , , , =…( ) 0x t xx xt ttF x t u u u u u u
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= , , , ,

( ) ( )
( )

x X x t u a t T x t u a
u U x t u a

, , , , , , , , = .…( ) 0x t xx xt ttF x t u u u u u u

a

,1 2( )a a

, ,( )I x t u

, , = , ,( ) ( )I x t u I x t u

a

= ,( )u U x t

= ,( )u U x t

= + , = + ,
= + ;

= , = , =
,

1 2

3

1 2 3

( )

( )

x x b t t b
u u b преобразование сдвига

x c x t c t u c u
преобразование масштабирования

nb nc
= , ,1 2 3n

a



422

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 9  № 5  2020

ПОЛЯНИН, АКСЕНОВ

ваний и вид соответствующих инвариантных ре-
шений.

Пример 1. Рассмотрим преобразование, состо-
ящее из преобразования сдвига по переменной 
и преобразований масштабирования по перемен-
ным  и :

(3)

где  и  – некоторые константы. Исключая па-
раметр , находим два функционально независи-
мых инварианта:

(4)

Если рассматриваемое уравнение инвариант-
но относительно преобразования (3), то оно до-
пускает инвариантное решение, которое можно
представить в виде  [1] или , где

. Подставив полученное выражение
в исходное уравнение приходим к обыкновенно-
му дифференциальному уравнению для функции

.

2.2. Построение более сложных решений, 
исходя из простых решений. Примеры

Простые одночленные решения в виде произ-
ведения функций различных переменных проще
всего находить методом разделения переменных
(простейшие решения данного типа 
легко определяются из рассматриваемых уравне-
ний методом неопределенных коэффициентов).
Ниже описаны способы построения более слож-
ных решений, исходя из таких решений.

Сначала будем рассматривать простые реше-
ния с разделением переменных специального
вида

(5)

где  – некоторая постоянная, а  – некото-
рая функция. Такие решения не меняются (инва-
риантны) при преобразовании масштабирования

(6)

Ниже, в виде утверждения, дано описание ме-
тода, позволяющего строить более сложные ре-
шения, исходя из решений вида (5).

Утверждение 1. Пусть уравнение

(7)

которое не зависит явно от переменной , имеет
простое решение вида (5) и не меняется при преоб-
разовании масштабирования (6) (т.е. уравнение (7)
имеет такое же свойство, что и исходное реше-
ние (5)). Тогда это уравнение имеет также более
сложное решение вида

x

t u

= − , = , = ,ln kx x m a t at u a u

k m
a

−= + , = .1 2ln kI x m t I ut

= ϕ2 1( )I I = ϕ( )ku t z
= + lnz x m t

ϕ = ϕ( )z

α β=u Ax t

= ϕ ,1( )ku t x

k ϕ1( )x

= , = .kt at u a u

, , , , , , , = ,…( ) 0x t xx xt ttF t u u u u u u

x

(8)

где  – произвольная постоянная.
Доказательство. Поскольку уравнение (7) не

зависит явно от пространственной переменной,
оно допускает преобразование сдвига по . Рас-
смотрим преобразование (3), которое является
композицией преобразований сдвига по пере-
менной  и преобразования масштабирования (6).
Преобразование (3) имеет два функционально
независимых инварианта (4). Поэтому решение,
инвариантное относительно преобразования (3),
имеет вид (8) (см. пример 1).

Замечание 1. В общем случае вид функций
 и , входящих соответственно в исход-

ное решение (5) и более сложное решение (8), мо-
жет различаться, причем .

Рассмотрим теперь простые решения с разде-
лением переменных специального вида

(9)

где  – некоторая постоянная, а  – некоторая
функция. Такие решения не меняются (инвари-
антны) при преобразовании масштабирования

(10)

Более сложное, чем (9), решение можно полу-
чить с помощью утверждения 1, переобозначив
соответствующим образом постоянные и пере-
менные величины в (5)–(8). Ниже описан другой
эквивалентный способ построения более слож-
ного решения, который иногда удобнее исполь-
зовать на практике.

Утверждение 2. Пусть уравнение

(11)

которое не зависит явно от переменной , имеет
простое решение вида (9) и не меняется при преоб-
разовании масштабирования (10) (т.е. уравнение (11)
имеет такое же свойство, что и исходное реше-
ние (9)). Тогда это уравнение имеет также более
сложное решение вида

(12)

где  – произвольная постоянная.
Доказательство. Уравнение (11) допускает пре-

образование сдвига по переменной . Рассмотрим
преобразование, являющееся композицией пре-
образований сдвига по переменной  и преобра-
зования масштабирования (10):

(13)

где  – произвольная постоянная ( ). Преоб-
разование (13) имеет два функционально незави-

= ϕ , = + ,2( ) lnku t z z x m t

m

x

x

ϕ1( )x ϕ2( )z

=ψ ≠ ϕ2 10( ) ( )mz x

= ψ ,1( )nu x t

n ψ1( )t

= , = .nx ax u a u

, , , , , , , = ,…( ) 0x t xx xt ttF x u u u u u u

t

−= ψ , = ,2( )npt ptu e y y xe

p

t

t

= , = − , = ,1 ln nx ax t t a u a u
p

p ≠ 0p
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симых инварианта  и . По-
этому решение, инвариантное относительно пре-
образования (13), имеет вид (12).

Замечание 2. Аргумент функции  линеен по .
Поэтому решение (12) легко дифференцировать
по . Это представление решения следует исполь-
зовать для уравнений, которые содержат частные
производные по  более высокого порядка, чем
по .

Пример 2. Рассмотрим уравнение Буссинеска

(14)

которое описывает нестационарное течение
грунтовых вод в пористой среде со свободной по-
верхностью [24].

Уравнение (14) имеет простое точное решение

(15)

которое одновременно является решением двух
видов (5) и (9). Рассмотрим по порядку обе воз-
можности построения более сложных решений,
исходя из решения (15).

1°. Решение (15) и уравнение (14) сохраняют
вид при преобразовании масштабирования

, . Поэтому в силу утверждения 1
уравнение (14) допускает более сложное точное
решение

где функция  удовлетворяет обыкновен-
ному дифференциальному уравнению (далее ОДУ):

(16)

Отметим, что уравнение (16) при  допус-
кает однопараметрическое семейство решений в
виде квадратичного многочлена

где  – произвольная постоянная. При  это
решение совпадает с исходным решением (15).

2°. Решение (15) и уравнение (14) сохраняют
вид также при преобразовании масштабирования

, . Поэтому, в силу утверждения 2,
уравнение (14) допускает другое точное решение

где , а функция  описывается ОДУ:

= =1
ptI y xe =2

nptI e u

y x

x

x
t

= ,( )t x xu a uu

= − ,
2

6
xu
at

=t ct = /u u c

ϕ= , = + ,( ) lnzu z x k t
t

ϕ = ϕ( )z

ϕ − ϕ = ϕϕ .( )' ' 'z z zk a

= 0k

ϕ = − + − ,
2 23

6 2
x aCCx
a

C = 0C

=x cx = 2u c u

−= ψ , = ,2 ( )pt ptu e y y xe

≠ 0p ψ = ψ( )y

ψ − ψ = ψψ .2 ( )' ' 'y y ypy p a

Пример 3. Рассмотрим теперь уравнение Гу-
дерлея

(17)

которое используется для описания трансзвуко-
вых течений газа [25].

Уравнение (17) допускает простое точное ре-
шение

(18)

которое является частным случаем сразу двух ви-
дов решений (5) и (9). Рассмотрим по порядку обе
возможности построения более сложных реше-
ний, исходя из решения (18).

1°. Решение (18) и уравнение (17) сохраняют
вид при преобразовании масштабирования

, . Поэтому, в силу утверждения 1,
уравнение (17) имеет более сложное точное реше-
ние вида

где функция  описывается ОДУ второго
порядка:

Это уравнение при  допускает однопара-
метрическое семейство решений в виде кубиче-
ского многочлена

где  – произвольная постоянная. При  это
решение совпадает с исходным решением (18).

2°. Решение (18) и уравнение (17) сохраняют
вид также при преобразовании масштабирования

, . Поэтому, в силу утверждения 2,
можно получить также другое более сложное точ-
ное решение

где , а функция  описывается ОДУ:

Пример 4. В газовой динамике встречается не-
линейное волновое уравнение

(19)

которое допускает простое точное решение

(20)
Это решение принадлежит обоим классам реше-
ний (5) и (9). Поэтому, исходя из решения (20),

= ,xx y yyu au u

= ,
3

23
yu
ax

=x cx −= 2u c u

−= ϕ , = + ,2 ( ) lnu x z z y m x

ϕ = ϕ( )z

ϕ − ϕ + ϕ = ϕ ϕ .2 '' ' ' ''5 6zz z z zzm m a

= 0m

ϕ = + + + ,
3 2 3

2 2( )
3 3
z a Cz Cz aC z
a

C = 0C

=y cy = 3u c u

−= ψ , = ,3 ( )px pxu e z z ye

≠ 0p ψ = ψ( )z
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можно построить два более сложных решения,
описанных ниже.

1°. Решение (20) и уравнение (19) инвариант-
ны относительно преобразования масштабирова-
ния , . В силу утверждения 1, урав-
нение (19) имеет более сложное решение вида

где функция  описывается ОДУ:

2°. Решение (20) и уравнение (19) инвариант-
ны также относительно преобразования масшта-
бирования , . Поэтому, в силу
утверждения 2, уравнение (19) допускает другое
решение

где , а функция  удовлетворяет не-
линейному ОДУ второго порядка

Пример 5. Система уравнений пограничного
слоя на плоской пластине путем введения функ-
ции тока сводится к одному нелинейному уравне-
нию третьего порядка

(21)

где  – кинематический коэффициент вязкости [23].
Уравнение (21) имеет простое решение вида

(22)

которое порождает два более сложных решения.
1°. Решение (22) и уравнение (21) не меняются

при преобразовании масштабирования ,
. Поэтому, в силу утверждения 1, уравне-

ние (21) имеет более сложное решение вида

где  – произвольная постоянная, а функция
 удовлетворяет ОДУ:

2°. Решение (22) и уравнение (21) не меняются
также при преобразовании масштабирования

, . Поэтому, в силу утверждения 2,
уравнение (21) допускает другое решение

=t ct − /= 2 bu c u

− /= ϕ , = + ,2 ( ) lnbu t z z x m t

ϕ = ϕ( )z

+ +ϕ − ϕ + ϕ = ϕ ϕ .2
2
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zz z z z

m b bm a
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− /= ψ , = ,2 ( )pt b ptu e y y xe

≠ 0p ψ = ψ( )y

( )−ψ + ψ + ψ = ψ ψ .
2 2

2 2
2

( 4) 4 ''' '' b
yy y y

y

p b pp y y a
b b

− = ν ,y xy x yy yyyu u u u u

ν

ν= ,6 xu
y

=x ax
=u au

= ϕ , = + ,( ) lnu x z z y k x

k
ϕ = ϕ( )z

−ϕϕ + ϕ = νϕ .2'' ' '''( )zz z zzz

=y ay = /u u a

= ψ , = ,( )px pxu e z z ye

где , а функция  описывается ОДУ:

Пример 6. Рассмотрим нелинейное эволюци-
онное уравнение, описывающее изменение тол-
щины пленки тяжелой вязкой жидкости, движу-
щейся вдоль горизонтальной супергидрофобной
поверхности с переменным коэффициентом по-
верхностного натяжения

(23)

где ,  и  – некоторые постоянные [26, 27].
Уравнение (23) имеет простое решение вида

(24)

где функция  описывается ОДУ первого
порядка с разделяющимися переменными

Решение (24) и уравнение (23) инвариантны
относительно преобразования масштабирования

, . Поэтому, в силу утверждения 2,
уравнение (23) имеет также более сложное реше-
ние вида

где функция  удовлетворяет нелинейно-
му ОДУ четвертого порядка [26, 27]:

где  – произвольная постоянная ( ).
Пример 7. Рассмотрим эволюционное уравне-

ние произвольного порядка 

(25)

Уравнение (25) имеет простое решение вида

(26)

где функция  описывается ОДУ:

Решение (26) и уравнение (25) инвариантны
относительно преобразования масштабирования

, . Поэтому, в силу утверждения 1,
уравнение (25) имеет также более сложное реше-
ние вида
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где  – произвольная постоянная, а функция
 удовлетворяет ОДУ:

Утверждение 3. Пусть уравнение

(27)
которое не зависит явно от переменных  и  (и по-
этому допускает решение типа бегущей волны), не
меняется при преобразовании масштабирования
искомой функции

(28)
Тогда это уравнение допускает точное решение
(более сложное, чем решение типа бегущей волны),
которое можно представить в следующих двух аль-
тернативных формах:

(29)

где , , ,  – произвольные постоянные ( ),
, . Имеются также более

простые решения с разделением переменных вида
 и .

Доказательство. Рассмотрим преобразование,
являющееся композицией преобразований сдви-
га по переменным  и  и преобразования мас-
штабирования искомой функции (28):

(30)

где  – произвольная постоянная, а  и  –
некоторые константы ( ). Преобразование (30)
сохраняет вид уравнения (27) и имеет два функцио-
нально независимых инварианта  и

. Поэтому решение, инвариантное отно-
сительно преобразования (30), может быть пред-
ставлено в виде (29).

Пример 8. Рассмотрим нелинейное уравнение
типа теплопроводности

(31)
где  – произвольная функция.

Уравнение (31) не меняется при преобразова-
нии масштабирования зависимой переменной

. Поэтому, в силу утверждения 3, это урав-
нение имеет решение вида (29), где функция

 удовлетворяет нелинейному ОДУ:

Пример 9. Рассмотрим более сложное эволю-
ционное уравнение произвольного порядка

(32)

m
θ = θ( )z
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ϕ + ϕ = ϕ + ϕ ϕ ϕ .2 ( / )' '' 'z zz zk q bp f p

= , , ,…

( )( / / / ),n
t x xx xu uF u u u u u u

где  – произвольная функция.
Уравнение (32) не меняется при преобразова-

нии масштабирования зависимой переменной
. Поэтому, в силу утверждения 3, это урав-

нение имеет решение вида (29), где функция
 удовлетворяет нелинейному ОДУ:

2.3. Обобщение на случай произвольного числа 
пространственных переменных

Приведенные выше утверждения 1–3 допуска-
ют очевидные обобщения на случай произволь-
ного числа пространственных переменных.

Пример 10. Рассмотрим нелинейное уравнение
теплопроводности с  пространственными пере-
менными

(33)

Уравнение (33) допускает простое решение с
разделением переменных

(34)

где функция  удовлетворяет ста-
ционарному уравнению

Решение (34) и уравнение (33) не меняются
при преобразовании масштабирования ,

. Поэтому, в силу утверждения 1, уравне-
ние (33) имеет также более сложное решение вида

где  – произвольные постоянные, а функция
 удовлетворяет стационарному

уравнению

2.4. Обобщение на системы уравнений
Приведенные выше утверждения 1–3 могут

быть также использованы для нахождения реше-
ний систем уравнений.

Пример 11. Рассмотрим нелинейную систему,
состоящую из двух уравнений реакционно-диф-
фузионного типа

(35)
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где ,  – некоторые постоянные ( ),  и
 – произвольные функции.

Система уравнений (35) имеет простое реше-
ние вида

(36)

где функции  и  описываются си-
стемой ОДУ первого порядка

Решение (36) и система уравнений (35) не ме-
няются при преобразовании масштабирования

, , . Поэтому, в силу утвер-
ждения 2, система уравнений (35) имеет также бо-
лее сложное решение вида

где функции  и  описываются
системой ОДУ:

где  – произвольная постоянная ( ).
Пример 12. Рассмотрим другую нелинейную

систему, состоящую из двух уравнений реакцион-
но-диффузионного типа

(37)

где ,  – некоторые постоянные ( ),  и
 – произвольные функции.

Система уравнений (37) имеет простое реше-
ние вида

(38)

где функции  и  описываются си-
стемой ОДУ второго порядка

Решение (38) и система уравнений (37) сохра-
няют вид при преобразовании масштабирования

, , . В силу утверждения 1,
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система уравнений (37) имеет также более слож-
ное решение вида

где  – произвольная постоянная, а функции
 и  удовлетворяют системе ОДУ:

3. ПОСТРОЕНИЕ БОЛЕЕ СЛОЖНЫХ 
ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ ПУТЕМ ДОБАВЛЕНИЯ 

СЛАГАЕМЫХ К БОЛЕЕ ПРОСТЫМ 
РЕШЕНИЯМ

В некоторых случаях простые решения удается
обобщить путем добавления к ним одного или не-
скольких дополнительных слагаемых, что приво-
дит к более сложным решениям с обобщенным
разделением переменных [12–15]. Продемон-
стрируем возможный ход рассуждений в таких
случаях на примерах уравнения Буссинеска (14) и
уравнения Гудерлея (17).

Пример 13. Как указывалось ранее, уравнение
Буссинеска (14) имеет квадратичное по  реше-
ние с простым разделением переменных (15), ко-
торое запишем в виде

(39)

Попробуем искать более сложное решение в
виде суммы

(40)

первый член которой совпадает с решением (39).
Во второе слагаемое формулы (40) входят функ-
ция  и коэффициент , которые требуется
найти.

Подставив (40) в (14), после элементарных
преобразований получим

(41)

Поскольку это равенство должно выполняться
тождественно для любых , функциональные ко-
эффициенты при различных степенях  в (41)
должны равняться нулю. Таким образом, возмож-
ны два случая  и  (оба соответствуют
обращению в нуль коэффициента при ), ко-
торые надо рассмотреть отдельно.
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1°. Первый случай. Подставив  в (41), для
определения функций  и  имеем
систему уравнений

общее решение которой определяется форму-
лами

(42)

где  и  – произвольные постоянные.
2°. Второй случай (решение Баренблатта–

Зельдовича дипольного типа [28]). Подставив
 в (41), получим систему уравнений для

определения функций  и :

Общее решение этой системы имеет вид

(43)

Учитывая формулы (40), (42), (43), в итоге по-
лучим два трехпараметрических решения с обоб-
щенным разделением переменных уравнения (14):

где в целях большей общности дополнительно до-
бавлен произвольный сдвиг по пространственной
переменной .

Замечание 3. Волновое уравнение с квадратич-
ной нелинейностью

также допускает решения вида (40) при  и
.

Пример 14. Вернемся теперь к уравнению Гу-
дерлея (17). Это уравнение допускает простое точ-
ное решение (18), которое запишем в виде

Будем искать более сложные решения (с обоб-
щенным разделением переменных) уравнения (17)
в виде

(44)

где функции ,  и константа  являют-
ся искомыми (решение (18) является частным
случаем решения (44) при  и ). Важно
отметить, что подобные двучленные решения
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= 1/2k

= , = .3 2( ) ( ) 1/(3 )u f x y f x ax

, = ϕ + ψ ,( ) ( ) ( )ku x y x y x

ϕ( )x ψ( )x ≠ 0k

= 3k ψ = 0

УрЧП достаточно часто встречаются на практике
и являются наиболее простыми решениями с
обобщенным разделением переменных.

Подставив (44) в (17), после перестановки чле-
нов приходим к соотношению

(45)

которое содержит степенные функции  и  и
должно удовлетворяться тождественно для лю-
бых .

Рассмотрим два случая:  и .
1°. Первый случай. При  получим дву-

членное уравнение с разделяющимися перемен-
ными, которому можно удовлетворить, если по-
ложить

(46)

Общее решение автономного ОДУ (46) можно
представить в неявной форме

Кроме того, это уравнение допускает частное ре-

шение степенного вида , что при-
водит к трехпараметрическому точному решению
уравнения (17):

(47)

где , ,  – произвольные постоянные.
2°. Второй случай. Чтобы сбалансировать

функцию  со вторым членом в равенстве (45),
надо положить . В результате получим дву-
членное уравнение, которому можно удовлетво-
рить, если положить

Эти уравнения легко интегрируются и приводят к
четырехпараметрическому точному решению
уравнения (17):

(48)

где , , ,  – произвольные постоянные.
Пример 15. Вернемся к уравнению гидродина-

мического пограничного слоя (21). Нетрудно
проверить, что это уравнение допускает автомо-
дельное решение [31]:

(49)

где функция  удовлетворяет ОДУ третье-
го порядка .
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Ищем более общее решение уравнения (21),
добавив к (49) функцию :

Несложные выкладки показывают, что ,
где  – произвольная постоянная. В итоге полу-
чим неавтомодельное решение уравнения погра-
ничного слоя (21) вида [13]:

где функция  описывается ОДУ
.

4. ПОСТРОЕНИЕ СОСТАВНЫХ РЕШЕНИЙ 
(НЕЛИНЕЙНАЯ СУПЕРПОЗИЦИЯ 

РЕШЕНИЙ)

В некоторых случаях два однотипных, но раз-
личных решения рассматриваемого нелинейного
уравнения удается объединить и получить более
общее составное решение. Продемонстрируем
возможный ход рассуждений в таких случаях на
примерах уравнения Гудерлея и нелинейного
уравнения диффузии с объемной химической ре-
акцией второго порядка.

Пример 16. Из выражений (47) и (48) следует,
что уравнение Гудерлея (17) имеет два однотип-
ных решения  и , отли-
чающихся друг от друга показателем степени .
Это обстоятельство наводит на мысль попытаться
построить более общее решение уравнения (17),
включающее сразу оба члена с различными пока-
зателями степени. Другими словами, ищем со-
ставное решение вида

(50)

Подставим его в уравнение (17). После объедине-
ния членов при степенных функциях 
( ), получим

Чтобы это равенство выполнялось для любых ,
надо приравнять нулю коэффициенты при . В
результате приходим к системе ОДУ:

(51)

ϕ( )x
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a

Таким образом конструктивно доказано, что
уравнение (17) допускает решение вида (50) (это
решение было получено в работе [29]).

Можно показать, что система (51) допускает
точное решение

Пример 17. Рассмотрим теперь нелинейное
уравнение диффузии с объемной химической ре-
акцией второго порядка

(52)

Процедуру построения составного решения этого
уравнения проведем в два этапа: сначала найдем
два достаточно простых решений, а затем, ис-
пользуя эти решения, построим уже составное ре-
шение.

1°. Решение экспоненциального вида по . Точ-
ные решения с обобщенным разделением пере-
менных уравнения (52) ищем в виде

(53)

где функции ,  и постоянная 
подлежат определению в ходе дальнейшего ис-
следования. Подставив (53) в (52) и собрав подоб-
ные члены при экспонентах  ( ), по-
лучим

Поскольку это равенство должно выполняться
тождественно для любых , функциональные ко-
эффициенты при  надо приравнять к нулю. В
результате приходим к простой дифференциаль-
но-алгебраической системе

которая допускает два решения

(54)

где  и  – произвольные постоянные.
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2°. Составное решение экспоненциального вида
по . Из соотношений (53) и (54) следует, что
уравнение (52) имеет два решения .
По структуре они отличаются друг от друга только
знаком показателя экспоненты .

Это обстоятельство наводит на мысль попы-
таться построить более общее решение уравне-
ния (52), включающее сразу оба экспоненциаль-
ных члена. Другими словами, ищем составное ре-
шение вида

(55)

Подставив его в (52), после элементарных преоб-
разований имеем

Приравнивая нулю функциональные коэффици-
енты при  ( ), приходим к системе
ОДУ первого порядка

(56)

Таким образом доказано, что уравнение (52) до-
пускает решение вида (55).

Исключив  из первых двух уравнений в (56),
получим равенство . Отсюда
следует, что , , где  и  –
произвольные постоянные. Поэтому решение с
обобщенным разделением переменных (55) при-
водится к виду

(57)

где функции  и  описываются не-
линейной системой ОДУ, состоящей из двух
уравнений

(58)

Эта автономная система путем исключения  сво-
дится к одному ОДУ, которое является однород-
ным и поэтому может быть проинтегрировано
[30]. Отметим, что система уравнений (58) при

 допускает два простых решения

которые определяют решение (57) в виде произ-
ведения функций разных аргументов.

x
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3°. Решение тригонометрического вида по .
При записи формул (55) и (57) неявно подразуме-
валось, что . При  имеем

В этом случае в решении (57) вместо экспоненци-
альных функций появляются тригонометриче-
ские функции, т.е. его можно представить в виде

(59)

где  и  – произвольные постоянные. Подста-
вив (59) в уравнение (52) и проведя выкладки ана-
логичные сделанным в п. 2°, получим следующую
нелинейную систему ОДУ для определения
функций  и :

(60)

Эта система допускает два простых решения

которые определяют решение (59) в виде произ-
ведения функций разных аргументов.

Замечание 4. Решение (59) и систему уравне-
ний (60) можно получить непосредственно из ре-
шения (57) и системы уравнений (58), если в по-
следних формально положить

5. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РЕШЕНИЙ БОЛЕЕ 
ПРОСТЫХ УРАВНЕНИЙ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ 

ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ БОЛЕЕ СЛОЖНЫХ 
УРАВНЕНИЙ. ПРИНЦИП АНАЛОГИИ 

РЕШЕНИЙ
Нередко для построения точных решений

сложных нелинейных дифференциальных урав-
нений удается использовать решения более про-
стых уравнений. Проиллюстрируем ход рас-
суждений в подобных случаях на конкретных
примерах.

Пример 18. Реакционно-диффузионное урав-
нение со степенной нелинейностью

(61)
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при  допускает автомодельное решение [33]:

(62)

где функция  описывается нелинейным
ОДУ:

Рассмотрим теперь существенно более слож-
ное нелинейное функционально-дифференци-
альное уравнение типа пантографа

(63)

где  и  – свободные параметры ( , ).
Значения параметров  и  соот-
ветствуют уравнениям с переменным запаздыва-
нием по двум аргументам.

Функционально-дифференциальное уравне-
ние (63) в частном случае  переходит в
обычное уравнение с частными производными
(61). При  решение уравнения типа панто-
графа (63), как и для уравнения (61), ищем в виде
(62). В результате для функции  получим
нелинейное ОДУ типа пантографа:

(64)

Замечание 5. Уравнение (63) с переменным за-
паздыванием при ,  в частном случае

 имеет точное решение, которое выража-
ется через решение ОДУ без запаздывания (64)
при , при  уравнение (63) сводится к
ОДУ с запаздыванием при , а при  – к
ОДУ с опережением при . Более того, реше-
ние уравнения (63) с опережением при 
при подходящих значениях параметров  и  так-
же может выражаться через решение ОДУ с запаз-
дыванием ( ), без запаздывания ( ) и с
опережением ( ).

Замечание 6. Функционально-дифференци-
альные уравнения типа пантографа, которые со-
держат искомые функции с растяжением (при

) или сжатием (при ) аргументов,
используются для математического моделирова-
ния различных процессов в биологии [34–38],
астрофизике [39], электродинамике [40], теории
популяций [41], теории чисел [42], стохастиче-
ских играх [43], теории графов [44], теории риска
и очередей [45], теории нейронных сетей [46] и
технике [47].

Пример 19. Рассмотрим теперь реакционно-
диффузионное уравнение с экспоненциальной
нелинейностью

≠ 1k
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(65)

которое при  допускает инвариантное реше-
ние [33]:

(66)

где функция  описывается нелинейным
ОДУ:

Рассмотрим теперь существенно более слож-
ное нелинейное функционально-дифференци-
альное уравнение типа пантографа

(67)

где  и  – свободные параметры ( , ).
Функционально-дифференциальное уравне-

ние (67) при  переходит в обычное урав-
нение с частными производными (65). При 
решение уравнения типа пантографа (67), как и
для уравнения (65), ищем в виде (66). В итоге для
функции  получим нелинейное ОДУ ти-
па пантографа:

В частном случае при  это уравнение явля-
ется стандартным ОДУ (без растяжения или сжа-
тия аргумента).

Пример 20. Нетрудно показать, что нелиней-
ное уравнение типа Клейна–Гордона

(68)

допускает решение с разделением переменных

(69)

Более сложное, чем (68), нелинейное функци-
онально-дифференциальное уравнение типа
пантографа

(70)

также имеет решение с разделением переменных
(69), где функции  и  описывают-
ся нелинейными ОДУ типа пантографа

Замечание 7. Более сложное, чем (70), функци-
онально-дифференциальное уравнение

(71)
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где  и  – произвольные функции, также
допускает решение с разделением переменных
вида (69).

В частности, при  и , где
 и  – некоторые положительные константы,

уравнение (71) является функционально-диффе-
ренциальным уравнением с постоянным запаз-
дыванием по двум аргументам.

Ниже сформулирован достаточно общий ме-
тод построения точных решений функциональ-
но-дифференциальных уравнений с частными
производными типа пантографа в виде следую-
щего принципа.

Принцип аналогии решений. Структура точных
решений функционально-дифференциальных урав-
нений вида

(72)

часто (но не всегда) определяется структурой ре-
шений более простых уравнений в частных произ-
водных:

(73)

В уравнении (73) отсутствуют искомые функ-
ции с растяжением или сжатием аргументов; оно
получается из (72) путем формальной замены 
на .

Рассмотренные в примерах 18–20 решения
были получены путем использования принципа
аналогий.

Замечание 8. В [48] описан ряд более сложных
точных решений нелинейных уравнений в част-
ных производных типа пантографа, которые бы-
ли построены с помощью принципа аналогии ре-
шений (этот принцип в цитируемой статье сфор-
мулирован не был).

6. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ 
ПАРАМЕТРОВ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ТОЧНЫХ 

РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
В случае линейных уравнений с частными

производными для построения более сложных
решений, исходя из более простых решений,
можно использовать следующее утверждение.

Утверждение 4. Пусть линейное однородное
уравнение с частными производными с двумя неза-
висимыми переменными  и  имеет однопарамет-
рическое решение вида , где  – пара-
метр, который не входит в исходное уравнение. То-
гда рассматриваемое уравнение имеет также два
двухпараметрических решения

ξ( )x η( )t

ξ = − 0( )x x x η = − 0( )t t t
0x 0t

, , , , , , , , ,
, , , , , , = , = ,

…

…

(
) 0 ( )

x t xx xt tt

x t xx xt tt

F x t u u u u u u
w w w w w w w u px qt

, , , , , , , , ,
, , , , , , = .

…

…

(
) 0

x t xx xt tt

x t xx xt tt

F x t u u u u u u
u u u u u u

w
u

x t
= ϕ , ,( )u x t c c

= ϕ , , + , = ϕ , , + ,1 2Re ( ) Im ( )u x t a ib u x t a ib

где  и  – произвольные действительные постоян-
ные,  и  – действительная и мнимая части
комплексного числа .

Доказательство. Справедливость предложения
следует из линейности уравнения и из того, что
решение  также является решением
при .

Из предложения 4 следует справедливость сле-
дующих двух следствий.

Следствие 1. Пусть левая часть линейного одно-
родного уравнения с частными производными не за-
висит явно от независимой переменной  и имеет
решение . Тогда это уравнение имеет
также два однопараметрических семейства реше-
ний

где  – произвольная действительная постоянная.
Следствие 2. Пусть левая часть линейного одно-

родного уравнения с частными производными не за-
висит явно от независимой переменной  и имеет
решение . Тогда это уравнение имеет
также два однопараметрических семейства реше-
ний

где  – произвольная действительная постоянная.
Пример 21. Рассмотрим линейное уравнение

теплопроводности

(74)
Нетрудно проверить, что это уравнение допуска-
ет точное решение экспоненциального вида

где  – произвольный параметр.
Используя утверждение 4, получим два более

сложных двухпараметрических семейства точных
решений уравнения (74):

Пример 22. Рассмотрим линейное волновое
уравнение

(75)
Легко проверить, что уравнение (75) допускает
преобразования сдвига по обоим независимым
переменным и имеет частное решение

(76)

a b
Rez Imz

z
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= +c a ib

t
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= ϕ , + , = ϕ , + ,1 2Re ( ) Im ( )u x t ia u x t ia

a

x
= ϕ ,( )u x t

= ϕ + , , = ϕ + , ,1 2Re ( ) Im ( )u x ia t u x ia t

a
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Делая в решении (76) сдвиг с мнимым пара-
метром по переменной  и используя следствие 1,
находим два более сложных однопараметриче-
ских семейства решений уравнения (75):

Делая в решении (76) сдвиг с мнимым пара-
метром по переменной  и используя следствие 2,
находим два других однопараметрических семей-
ства решений:

Пример 23. Рассмотрим линейное уравнение
теплопроводности

(77)

которое описывает двумерные процессы с осевой
симметрией, где  – радиальная координата. Не-
трудно проверить, что уравнение (77) допускает
преобразование сдвига по переменной  и имеет
частное решение

(78)

Делая в решении (78) сдвиг с мнимым пара-
метром по переменной  и используя следствие 1,
находим два более сложных однопараметриче-
ских семейства решений:

Пример 24. Рассмотрим линейное волновое
уравнение с переменными коэффициентами

(79)

t
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Это уравнение допускает преобразование
сдвига по переменной  и имеет точное решение

(80)

где  – произвольная постоянная.
Делая в решении (80) сдвиг с мнимым пара-

метром по переменной  и используя следствие 1,
можно найти два более сложных однопараметри-
ческих семейства решений по формулам

Окончательный вид этих решений здесь не при-
водится, ввиду громоздкости их записи. Реше-
ние  было получено в [49] и было использовано
для описания распространения локализованных
возмущений в одномерной мелкой воде над на-
клонным дном. Отметим, что в работе [50] инте-
грированием по параметру  было получено дру-
гое точное решение уравнения (79).

7. ПОСТРОЕНИЕ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ 
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ПУТЕМ 

ПЕРЕХОДА ОТ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ 
К КОМПЛЕКСНЫМ ПАРАМЕТРАМ

Замечание 4 допускает обобщение, которое
сформулируем в виде следующего утверждения.

Утверждение 5. Пусть нелинейное уравнение
имеет точное решение, содержащее тригономет-
рические функции вида

(81)

где , ,  – свободные действительные парамет-
ры, которые не входят в рассматриваемое уравне-
ние. Тогда это уравнение имеет также точное ре-
шение, содержащее гиперболические функции:

(82)

где , ,  – свободные действительные парамет-
ры. Верно и обратное: если уравнение имеет реше-
ние (82), то оно имеет также точное решение (81).

Решение (82) получается из (81) путем пере-
обозначения параметров , , ,

.
Пример 25. Рассмотрим нелинейное уравнение

четверного порядка

(83)

к которому сводятся стационарные уравнения
Навье–Стокса в плоском случае [32].
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Уравнение (83) имеет точное решение

Поэтому это уравнение имеет также точное ре-
шение

Приведенные решения и другие примеры такого
рода можно найти в [13].

8. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ

Описан ряд простых, но достаточно эффек-
тивных, методов построения точных решений не-
линейных уравнений с частными производными,
которые не требуют специальной подготовки и
приводят к небольшому объему промежуточных
вычислений. Эти методы базируются на следую-
щих двух основных идеях: (i) простые точные ре-
шения могут служить основой для построения
более сложных решений рассматриваемых урав-
нений; (ii) точные решения одних уравнений
могут служить основой для построения решений
более сложных уравнений. Эффективность пред-
ложенных методов иллюстрируется большим
числом конкретных примеров построения точ-
ных решений нелинейных уравнений теории
тепло- и массопереноса, теории волн, гидродина-
мики и газовой динамики. Помимо точных ре-
шений уравнений с частными производными
описаны также некоторые точные решения не-
линейных функционально-дифференциальных
уравнений.

Работа выполнена при поддержке Министер-
ства науки и высшего образования РФ (проекты
государственного задания № AAAA-A20-
120011690135-5 и № 0723-2020-0036) и грантов
РФФИ № 18-29-10025 и № 18-01-00890.
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Abstract—A number of simple, but quite efficient, methods for constructing exact solutions of nonlinear par-
tial differential equations that do not require special training and require a small amount of intermediate cal-
culations are described. These methods are based on the following two main ideas: (i) simple exact solutions
can serve as the basis for constructing more complex solutions of the equations under consideration; (ii) exact
solutions of some equations can serve as the basis for constructing solutions of more complex equations. In
particular, a method for constructing complex solutions based on simple solutions using translation and scal-
ing transformations is proposed. It is shown that quite complex solutions can be obtain in some cases by add-
ing terms to simpler solutions. Situations where a more complex composite solution can be constructed using
similar simple solutions (nonlinear superposition of solutions) are considered. A method for constructing
complex exact solutions of linear equations by introducing a complex parameter into more simple solutions
is described. The efficiency of the proposed methods is illustrated by a large number of particular examples.
Nonlinear heat conduction equations, reaction–diffusion equations, nonlinear wave equations, equations of
motion in porous media, hydrodynamic boundary layer equations, equations of motion of a liquid film, gas
dynamics equations, Navier–Stokes equations, etc. are considered. In addition to exact solutions of ordinary
partial differential equations, some exact solutions of nonlinear functional-differential equations of the pan-
tograph type with partial derivatives that, in addition to the required function, also contain functions with
stretching or shrinking independent variables are described. The principle of analogy is formulated, which
makes it possible to efficiently construct exact solutions of such functional-differential equations.

Keywords: exact solutions, nonlinear partial differential equations, reaction-diffusion equations, nonlinear
wave equations, pantograph type functional-differential equations, solutions with generalized separation of
variables
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