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Рассмотрено обобщенное нелинейное уравнение Дуффинга, которое получено из уравнения для
описания распространения импульсов в оптических волокнах с учетом переменных бегущей волны.
Обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка записано в форме динамической си-
стемы. Для обобщенного уравнения Дуффинга без учета внешней силы найдены стационарные точ-
ки и исследована их устойчивость. Результаты исследования представлены в таблице, где для каж-
дой из трех точек покоя указан тип устойчивости в зависимости от значения параметра уравнения.
Представлен Гамильтониан рассматриваемой системы уравнений. С помощью Гамильтониана по-
строены фазовые портреты обобщенного уравнения Дуффинга без учета возмущения. Дан числен-
ный анализ рассматриваемой динамической системы в присутствии периодической внешней силы.
Для различных значений амплитуд вынуждающей силы построены сечения Пуанкаре динамиче-
ской системы при двух различных значениях параметра. Показано, что при увеличении амплитуды
возмущающей силы происходит разрушение периодических траекторий решения системы и увели-
чение площади области хаотической динамики уравнений. По алгоритму Беннетина рассчитан
старший Ляпуновский показатель динамической системы как функция амплитуды вынуждающей
силы. Установлено, что при увеличении амплитуды, старший Ляпуновский показатель возрастает,
и как следствие увеличивается экспоненциальная расходимость траекторий, что согласуется с по-
лученными ранее отображениями Пуанкаре.

Ключевые слова: осциллятор Дуффинга, динамическая система, сечение Пуанкаре, показатель
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1. ВВЕДЕНИЕ
Уравнения Дуффинга было предложено в

1918 году [1]

(1.1)
Оно используется для описания ряда нелиней-

ных физических процессов, таких как движение
осциллятора с нелинейной возвращающей силой
[2], динамика барабанной перепонки человече-
ского уха [3], вращательное движение корабля [4]
и т.д.

Одним из замечательных свойств этого урав-
нения является наличие хаотической динамики
при возмущении его периодической силой. Иссле-
дованию динамических режимов уравнения (1.1)
посвящено достаточно большое количество ра-
бот. В [5] исследуется структура устойчивых и не-
устойчивых многообразий (1.1) и выводится для

него аппроксимация отображения Пуанкаре, в [6]
изучены бифуркации, происходящие в уравне-
нии [6], работа [7] посвящена аналитическому
расчету Ляпуновского показателя уравнения.

Данная работа посвящена исследованию не-
линейных динамических режимов одного из
обобщений уравнения Дуффинга [2]

(1.2)

которое может быть получено из следующего
уравнения для распростренения импульсов в оп-
тическом волокне, предложенного в работе [9]

(1.3)

при .
Введем в уравнении (1.3) безразмерные пере-

менные

+ α + γ = .3 0zzy y y

+ α + β + γ = ,2 3 0zzy y y y

+ α + + = , ≥2( | | | | ) 0 1,n n
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(1.4)
Используя в уравнении (1.3) переменные (1.4)

и опуская штрихи при новых переменных, полу-
чим

(1.5)

Приравнивая коэффициенты при втором, тре-
тьем и четвертом членах (1.5) к единице, получим

(1.6)

Таким образом, после перехода к переменным
(1.4) с учетом (1.6) уравнение (1.5) примет вид

(1.7)
Будем искать решения уравнения (1.7) в виде

(1.8)
Подставляя (1.8) в уравнение (1.7) и приравни-

вая к нулю действительные и мнимые части, по-
лучим следующую систему уравнений

(1.9)

Положим , тогда второе уравнение (1.9)
будет выполняться тождественно, а первое при-
мет вид

(1.10)

При  уравнение (1.10) является обобщен-
ным уравнением Дуффинга (1.2) без затухания, в

котором , , . Обозначим

 и введем в уравнение периодическую
внешнюю силу

(1.11)
где  амплитуда возмущающей силы, а  ее ча-
стота.

Перепишем (1.11) в форме динамической си-
стемы

(1.12)

Работа построена следующим образом. Во вто-
ром разделе дается анализ стационарных точек
системы (1.12) при отсутствии возмущения и по-
строены ее фазовые портреты. В третьем разделе
представлен численный анализ динамических ре-
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жимов системы (1.12). Построены сечения Пуан-
каре динамической системы и рассчитан ее стар-
ший Ляпуновский показатель при различных
значениях амплитуды возмущающей силы.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
Рассмотрим устойчивость точек покоя систе-

мы уравнений (1.12) без учета внешней силы

(2.1)

Стационарными точками (2.1) являются

(2.2)

Матрица Якоби (2.1) в точке покоя 

(2.3)

где  – координаты точки ,  или .
Характеристическое уравнение Якобиана (2.3)

имеет вид

(2.4)
Решая уравнение (2.4), получим собственные

значения Якобиана

(2.5)
которые в точках покоя ,  и  имеют следую-
щие значения

(2.6)

Устойчивость стационарных точек исследуе-
мого уравнения представлена в табл. 1, где “–”
обозначает отсутствие стационарной точки при
указанном значении параметра.

Система (2.1) консервативна, так как

 и имеет следующий Гамиль-

тониан

(2.7)

Гамильтониан (2.7) позволяет для невозму-
щенного случая сразу построить фазовые портре-
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ты, поскольку фазовыми кривыми являются ли-
нии уровня Гамильтониана. Примеры фазовых
портретов для двух значений параметра  приве-
дены на рис. 1. Из них видно, как при увеличе-
нии  эллиптическая точка покоя  становится
гиперболической, а точка гиперболическая  –
эллиптической.

3. ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ
Рассмотрим обобщенное уравнение Дуффинга

без затухания с учетом внешней силы с амплиту-
дой  и частотой 

(3.1)

Классическими характеристиками динамики
трехмерных систем являются Ляпуновские пока-
затели и отображения Пуанкаре [10]. Фиксируем

 и будем варьировать амплитуду внешней си-

лы  при  и .

α

α P
O
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A α = −1 α = 1
5

Построим отображения Пуанкаре системы
при нескольких значениях амплитуды вынужда-
ющей силы . На рис. 2 и 3 представлено измене-
ние динамики отображения Пуанкаре системы
при различных начальных условиях и значениях
параметра . В качестве плоскости сечения вы-

брана . При малых значе-

ниях амплитуды внешней силы точки покоя 

(для ) или  (для ) и  остаются эл-
липтическими. Замкнутые периодические орби-
ты превращаются в квазипериодические орбиты,
в сечениях Пуанкаре которых находятся инвари-
антные замкнутые кривые. Сепаратриса при по-
явлении вынуждающей силы разрушается и в ее
области образуется тонкий хаотический слой.
При увеличении параметра  площадь хаотиче-
ской области увеличивается, а количество квази-
периодических орбит внутри нее уменьшается.

Наличие хаотического режима в системе коли-
чественно определяется с помощью вычисления
старшего Ляпуновского показателя, описываю-
щего экспоненциальное расхождение близлежа-

A

A

{ }πΣ = , ∈ ω = Ω�
2

1 2
2|y y

P

α = −1 O α = 1
5

Q

A

Таблица 1. Устойчивость стационарных точек обобщенного уравнения Дуффинга (2.1) в завимости от пара-
метра 

O P Q

Седло Центр Центр
Вырожденная точка Вырожденная точка Центр

Центр Седло Центр

Центр Вырожденная точка Вырожденная точка

Центр – –

α

α ∈ −∞,( 0)
α = 0

( )α = , 10
4

α = 1
4

α > 1
4

Рис. 1. Фазовые портреты системы уравнений (2.1) при ,  (слева) и  (справа).
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щих траекторий решения динамической системы
[10]. Присутствие положительного Ляпуновского
показателя в спектре говорит о хаотическом пове-
дении решения системы, если старший Ляпунов-
ский показатель нулевой, то режим квазиперио-
дический или периодический, а если показатель
отрицательный, то решение является стационар-
ной точкой. Вычисление старших Ляпуновских
показаталей системы (2.1) проводилось по алго-
ритму Беннетина [11]. Рис. 4 показывает, как при
увеличении амплитуды вынуждающей силы стар-

ший показатель сначала растет, что соответвует
увеличению экспоненциального роста расходи-
мости траекторий, а следовательно и увеличению
площади хаотической области на отображении
Пуанкаре.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведен анализ динамических режимов

обобщенного уравнения Дуффинга, полученного
с учетом переменных бегущей волны в уравнении

Рис. 2. Сечения Пуанкаре обобщенного уравнения Дуффинга (2.1) при различных значениях  и , , .
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Рис. 3. Сечения Пуанкаре обобщенного уравнения Дуффинга (2.1) при различных значениях  и , , .
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Рис. 4. Старший показатель Ляпунова системы (2.1) как функция параметра  при , , .
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для описания распространения оптических им-
пульсов.

Проведен анализ устойчивости точек покоя
исследуемой системы без учета возмущающей
силы. Его результаты представлены в форме таб-
лицы. Представлен Гамильтониан изучаемой си-
стемы и с его помощью построены фазовые порт-
реты.

Проведен численный анализ динамических
режимов обобщенного уравнения Дуффинга. Для
различных значений амплитуды возмущающей
силы  построены отображения Пуанкаре дина-
мической системы и рассчитаны ее старшие по-
казатели Ляпунова. Показано, что увеличение па-
раметра  приводит к увеличению площади обла-
сти хаотической динамики системы.
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Abstract—The generalized nonlinear Duffing equation, which is obtained from the equation for description
of the pulse propagation in optical fibers using traveling wave variables, is considered. An ordinary second-
order differential equation is written in the form of a dynamical system. For the generalized Duffing equation
without external force, stationary points are found and their stability is investigated. The results of the study
are presented in the table, where the type of stability is indicated for each of the three equilibrium points de-
pending on the equation parameter. Using the presented Hamiltonian of the considered system of equations,
phase portraits of the generalized Duffing equation are constructed excluding perturbation. The considered
dynamical system in the presence of a periodic external force is numerically analyzed. For different ampli-
tudes of the driving force, Poincaré sections of the dynamical system are constructed for two different values
of the parameter. It is shown that with an increase in the amplitude of the perturbing force, the periodic tra-
jectories of the solution of the system are destroyed and the area of the region of chaotic dynamics of the equa-
tions increases. According to Benettin’s algorithm, the senior Lyapunov exponent of the dynamical system is
calculated as a function of the amplitude of the driving force. It has been found that with an increase in the
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amplitude, the senior Lyapunov exponent increases, and as a consequence, the exponential divergence of the
trajectories increases, which agrees with the previously obtained Poincaré mappings.

Keywords: Duffing oscillator, dynamical system, Poincaré section, Lyapunov exponent
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