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Исследуется система нелинейных дифференциальный уравнений в частных производных четверто-
го порядка с нелокальной нелинейностью, которая описывает распространение двух волн в оптиче-
ском волокне. Задача Коши для рассматриваемой системы не решается методом обратной задачи
рассеяния. Используются переменные бегущей волны для того, чтобы перейти от исходной систе-
мы дифференциальных уравнений в частных производных к системе обыкновенных дифференци-
альных уравнений четвертого порядка. В работе для поиска точных решений в виде уединенных
волн использован метод простейших уравнений. Преобразованная система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений состоит из четырех уравнений, соответствующих действительной и мни-
мой частям исходной системы. Получены ограничения на параметры исходной математической мо-
дели. С учетом найденных ограничений рассмотрена система дифференциальных уравнений, соот-
ветствующих действительным частям. Для этой системы найдены условия совместности. С учетом
ограничений на параметры, полученных из условий совместности, изучено одно из уравнений, со-
ответствующее действительной части. Найдены точные решения в форме уединенных волн. По-
строены графики полученных решений при различных значениях параметров исходной системы
уравнений. Проанализировано влияние параметров математической модели на поведение решений.
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ВВЕДЕНИЕ
В связи с широким распространением новых

технологий передачи информации в оптических
линиях большое внимание уделяется изучению
распространения нелинейных волновых импуль-
сов в оптическом волокне. Развитие математиче-
ского моделирования и программных комплек-
сов для решения математических задач (таких как
Maple, Matlab) позволяет строить численные и
аналитические решения различных математиче-
ских моделей.

Семейство нелинейных уравнений Шрединге-
ра и, в частности, уравнение, изученное, в [1–3] в
виде

(1)
описывают распространение оптических импуль-
сов в оптоволокне.

Оптические солитоны уравнений с различны-
ми типами нелинейности также изучены в рабо-

тах [4–7]. Одним из известных уравнений, опи-
сывающих данное физическое явление, является
уравнение Гинзбурга–Ландау [8, 9]:

В работах [10, 11] исследована модель Бисва-
са–Миловича:

Предложенное Бисвасом и Аршидом в 2018 го-
ду уравнение [12], исследованное в [13], также
описывает распространение нелинейных им-
пульсов в оптическом волокне и записывается в
виде:
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В данной работе рассматривается система,
описывающая распространение двух волн в опти-
ческом волокне, которая соответствует диффе-
ренциальному уравнению в частных производ-
ных четвертого порядка с нелокальной нелиней-
ностью [5]:

(2)

Система уравнений, записанная по аналогии с
[14], имеет вид:

(3)

(4)

Система уравнений (3)–(4) является системой
двух дифференциальных уравнений в частных
производных четвертого порядка с нелокальной
нелинейностью.

Целью данной работы является поиск точных
решений системы уравнений (3)–(4) в форме
уединенных волн.

РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ (3)–(4)
Для системы уравнений (3)–(4) задача Коши

не решается методом обратной задачи рассеяния,
поэтому для поиска решений используем пере-
менные бегущей волны

(5)

Используя (5), переходим к системе обыкно-
венных дифференциальных уравнений. Полу-
ченная система состоит из четырех уравнений,
соответствующих мнимым и действительным ча-
стям системы уравнений (3)–(4), и является пере-
определенной для функций  и .
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Полагая коэффициенты мономов уравнений (7)
и (9) равными нулю, получим, что любые функ-
ции  и  будут удовлетворять уравнениям (7)
и (9) соответственно. Далее рассматриваем урав-
нения (6) и (8) с учетом найденных из (7) и (9)
ограничений

(10)

в виде:
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Подставляя ,  в си-
стему (11)–(12), мы получаем переопределенную
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систему для . Полученные уравнения могут
быть записаны в виде:

(13)

где  ( ; ) – коэффициенты, зави-
сящие от параметров исходной системы:
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Умножая первое уравнение на , второе – на
 и вычитая из первого уравнения второе полу-

чаем следующее:
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Рис. 1. Графики уединенных волн  и  (a) и действительных частей  и  (б) при , , ,
, , , , , , , , , , .
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(16)

Из уравнений ,  получаем ограни-
чения на следующие параметры математической
модели:
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В этом случае можно решать одно из уравне-
ний, соответствующих действительным частям (6)
или (8), с помощью замены , где 
это решение уравнения [6]
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и имеет вид
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Уравнение (13) при i = 1 в этом случае можно за-
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где коэффициенты представляются формулами:
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В (21) введены следующие обозначения:

Из уравнений вида  получаем

Тогда, с учетом (19), решение системы (6)–(9)
представляется в виде:
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Решение системы уравнений (3)–(4) записы-
вается следующим образом:

(23)

Ниже приведены графики уединенных волн
 и  и действительных частей  и 

как функции от  и , соответственно.
Из графиков видно, что наибольшее влияние

на решение оказывают параметры ,  и . При
этом параметр  существенно влияет на значение
амплитуды волны, а параметры  и  определяют
значение минимума графиков уединенных волн

 и .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе рассматривается система двух нели-

нейных дифференциальных уравнений в частных
производных четвертого порядка, описывающая
распространение двух волн в оптической среде.
Используя переменные бегущей волны, уравне-
ния в частных производных можно свести к
обыкновенным дифференциальным уравнениям.
Определены условия совместности исследуемой
системы уравнений. С учетом ограничений на па-
раметры найдены точные решения системы диф-
ференциальных уравнений (3)–(4). Построены и
проанализированы графики уединенных волн

 и .
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Abstract—A system of nonlinear partial differential equations of the fourth order with nonlocal nonlinearity
is investigated. The system of equations describes the propagation of two waves in an optical fiber. The Cau-
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chy problem for the considered system is unsolvable by the inverse scattering method. Traveling wave vari-
ables are used to transform the system of partial differential equations to a system of ordinary differential
equations of the fourth order. The simplest equation method is applied to seed exact solutions in the form of
solitary waves. The transformed system of ordinary differential equations consists of four equations, corre-
sponding to the real and imaginary parts of the initial system. Constraints on the parameters of the initial
model are found. The system of differential equations corresponding to the real parts is considered together
with the determined constraints. Compatibility conditions for the system are found. One of the equations cor-
responding to the real part is studied taking into account the constraints for the parameters obtained from
compatibility conditions. Exact solutions in the form of solitary waves are found. Graphs of the solutions ob-
tained at different parameter values of the initial system of equations with the determined constraints are con-
structed. The influence of the mathematical model parameters on the behavior of solutions is analyzed.

Keywords: solitary waves, nonlinear differential equations, pulse propagation, optical fiber
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