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Рассматривается нелинейное уравнение четвертого порядка, которое является вторым членом
иерархии уравнений . Иерархия , как и иерархия уравнений , была введена всего лишь чуть
более двадцати лет назад. Отличительной особенностью указанных иерархий является, то что все
уравнения, принадлежащие этой иерархии, не имеют первых интегралов в полиномиальной форме
и, по-видимому, как и шесть уравнений Пенлеве не имеют решений выраженных через классиче-
ские функции. Уравнения иерархии  также как и уравнения первой и второй иерархий Пенлеве
встречаются при описании физических процессов и в связи с этим их изучение представляет инте-
рес. В данной работе показано, что уравнение четвертого порядка из иерархии  может быть пред-
ставлено в виде специальной динамической системы, для которой может быть получено формаль-
ное представление общего решения.
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1. ВЕДЕНИЕ
Уравнения Пенлеве были открыты великим

французским математиком и государственным
деятелем Полем Пенлеве и его учениками более
120 лет назад [1–4]. После впечатляющего успеха
Софьи Васильевны Ковалевской при решении
задачи о вращении твердого тела с неподвижной
точкой (задачи о волчке) французский математик
Пикар высказал идею о необходимости анализа о
необходимости исследования аналитических
свойств одного из простых классов дифференци-
альных уравнений второго порядка

(1)

где завсимость  является локально ана-
литической функцией от переменных ,  и  [5].

Задача, которая решалась Пенлеве и его уче-
никами была следующей: найти все канониче-
ские дифференциальные уравнения вида (1), с
решениями не имеющими критических подвиж-
ных (зависмых от начальных условий) особых то-
чек на комплексной плоскости.

В результате длительного исследования Пен-
леве и его ученикам удалось провести классифи-
кацию нелинейных дифференциальных уравне-
ний типа (1) и найти все уравнения с решениями
представляемыми в виде мероморфных функций.
Оказалось, что таких уравнений всего пятьдесят с

правой частью выраженной через рациональные
функции. При этом 44 уравнения из класса Пен-
леве выражаются через элементарные и специ-
альные функции, а оставшиеся четыре уравне-
ния, которые теперь называются уравнениями
Пенлеве определяют новые специальные функ-
ции, называемые трансцендентами Пенлеве [6–8].

Таким образом, школе Пенлеве удалось не
только провести классификацию уравнений (1),
но и найти шесть новых нелинейных уравнений
второго порядка, которые определяют новые спе-
циальные функции – трансценденты Пенлеве.

После открытия Пенлеве среди людей знако-
мых с аналитической теорией дифференциаль-
ных уравнений в течение долгого времени быто-
вало убеждение, что уравнения Пенлеве – пример
интересных уравнений, но не нужных при описа-
нии процессов, происходящих в науке и в природе.

Ситуация принципиально изменилась в 60-х и
70-х годах прошлого столетия, когда оказалось,
что уравнения Пенлеве возникают как редукции
нелинейных уравнений в частных производных,
задача Коши для которых решается методом об-
ратной задачи рассеяния.

Кроме того в те же годы были найдены много-
численные примеры применения трансцендент
Пенлеве для описания ряда физических задач.
Это обстоятельство послужило мощным толчком
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для многочисленных работ, в которых изучались
самые разные аспекты уравнений Пенлеве.

В настоящее время, многие результаты отно-
сящиеся к уравнениям Пенлеве, уже хорошо из-
вестны. Первое важное свойство состоит в том,
что решения уравнения Пенлеве имеют разложе-
ния в ряд Лорана вблизи полюсов на комплекс-
ной плоскости. Для всех уравнений Пенлеве най-
дены линейные системы уравнений условия сов-
местности которых приводят к уравнениям
Пенлеве, что фактически позволяет построить
общее решение используя аналог метода обрат-
ной задачи рассеяния.

Для всех уравнений Пенлеве, кроме первого,
были получены бирациональные преобразова-
ния, которые позволяют провести генерирование
рациональных и специальных решений при неко-
торых фиксированных значениях параметров
всех уравнений Пенлеве, кроме первого. Оказа-
лось, что все уравнения Пенлеве несмотря на
единственность их решений и возможность по-
строения решения являются примером уравне-
ний, которые не имеют первых интегралов в фор-
ме полиномов.

Очень важное обстоятельство характерное для
уравнений Пенлеве связано с тем, что их решения
зависят существенно трансцендентным образом
от постоянных интегрирования и, как следствие
этого, являются неклассическими функциями,
решения которых не представимы через алгебра-
ические операции.

После открытия Пенлеве и его учеников в те-
чение долгого времени не было ясности: есть ли
другие уравнения, обладающие свойствами ана-
логичными уравнениям Пенлеве. Этот вопрос
был решён в 1997 году, когда в работе [9] были
приведены две иерархии уравнений Пенлеве
(иерархии первого и второго уравнений Пенлеве)
с уравнениями, имеющими такие же замечатель-
ные свойства. Иерархия первого уравнения Пен-
леве имеет вид [9–11]:

(2)
и иерархия второго уравнения Пенлеве может
быть записана в виде:

(3)

В иерархиях (2) и (3) оператор  определяется
следующим правилом

(4)

Кроме указанных двух иерархий в настоящее вре-
мя известен целый ряд других иерархий нелиней-
ных дифференциальных уравнений, свойства ко-
торых интенсивно изучаются в последние годы.
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Эти иерархии можно найти в следующих работах
[12–14].

Иерархии очень похожие на иерархии (2) и (3),
но отличающиеся от них, были предложены в ра-
ботах [12–14], которые были названы иерархиями

 и .
В данной работе рассматривается уравннение

четвертого порядка из иерархии уравнений .
Уравнение имеет вид

(5)

Цель данной работы найти представление урав-
нения (5) в виде динамической системы, удобное
для поиска формального решения уравнения (5).

2. ДИНАМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА ДЛЯ 
УРАВНЕНИЯ (5)

В работах [15–17] расмотрено применение
идей метода квазиклассического подхода для по-
строения формального решения уравнений
иерархии (2). Следуя указанным работам, приме-
ним этот подход для построения решений уравне-
ния четвертого порядка иерархии , имеющего
вид (5). С этой целью введем следующую динами-
ческую систему:

(6)

(7)

(8)

(9)

Покажем, что система уравнений (6)–(9) эквива-
лентна исходному уравнению четвертого по-
рядка (5). Подставляя  из уравнения (6) в
уравнение (7) получаем уравнение

(10)

Подставляя  из уравнения (8) в уравнение (9),
имеем дифференциальное уравнение в виде:

(11)

Принимая во внимание уравнения (10) и (11), из (11)
получаем уравнение четвертого порядка:

(12)

которое после замены  приводится к
уравнению (5). Следовательно, система уравне-
ний (6)–(9) и уравнение (5) эквивалентны.
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Система уравнений (6)–(9) соответствующая
нелинейному уравнению (5) также проходит тест
Пенлеве и, как можно видеть с точностью до значений
коэфффициентов совпадает с ситемой рассмотрен-
ной в работах [15–17] для построения инстантонных
решений. Естественно полагать, что уравнение (5)
имеет также решения типа инстантонов.
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Abstract—A fourth-order nonlinear equation, which is the second member of the K2 hierarchy equations, has
been considered. The K2 hierarchy, as well as the K1 hierarchy of equations, was introduced more than twenty
years ago. A distinctive feature of these hierarchies is that all the equations belonging to this hierarchy do not
have any first integrals in a polynomial form and, apparently, as well as the six Painlevé equations, they do not have
solutions expressed in terms of classical functions. The equations of the K2 hierarchy, as well as the equations of the
first and second Painlevé hierarchies, are used to describe physical processes, and their investigation is of interest

α



520

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 9  № 6  2020

КУДРЯШОВ

in this regard. It has been shown that this fourth-order equation from the K2 hierarchy can be represented as a spe-
cial dynamical system for which a formal representation of the general solution can be obtained.
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