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Рассматривается дифференциальное уравнение в частных производных шестого порядка с нело-
кальными и степенными нелинейностями. Уравнение используется для описания импульсов в оп-
тической среде. Задача Коши для этого уравнения не решается методом обратной задачи рассеяния,
поэтому принимается во внимание редукция исследуемого уравнения к обыкновенному дифферен-
циальному уравнению (ОДУ). Уравнение шестого порядка приводится к системе ОДУ, используя
переменные бегущей волны. Для проверки интегрируемости полученной системы ОДУ применяет-
ся тест Пенлеве. Показано, что система ОДУ не проходит тест Пенлеве, поскольку имеются ком-
плексные индексы Фукса. При проверке системы ОДУ на тест Пенлеве, найдены условия на пара-
метры уравнения, при которых система ОДУ становится совместной. Принимая во внимание эти
условия, получено одно ОДУ шестого порядка, из которого находится решение исходного уравне-
ния. Для построения решений используется метод простейших уравнений. Найденные решения
выражены через экспоненциальную функцию и эллиптическую функцию Якоби. Полученные ре-
шения имеют соответственно вид уединенных и периодических волн. Иллюстрируются волновые
решения исследуемого уравнения при некоторых значениях параметров.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Оптические волокна являются неотъемлемой

частью многих устройств, необходимых для про-
мышленности и повседневной жизни. Поэтому в
настоящее время существует большое количество
моделей описания распространения оптических
импульсов. В данной работе упомянем лишь не-
которые известные уравнения используемые в
нелинейной оптике: уравнение Радхакришнана–
Кунду–Лаксманана [1–3], уравнение Кунду–Ме-
кури–Наскара [4–6], уравнение Чена-Ли-Лу [7–9],
уравнение Трики–Бисваса [10–12], уравнение
Герджикова–Иванова [13–15], уравнение Бисва-
са–Аршеда [16–18], уравнение Фокаса–Ленеллса
[19–21] и другие [22–25]. При построении реше-
ний нелинейных дифференциальных уравнений
очень важным вопросом является их интегрируе-
мость. Распространенным подходом анализа су-
ществования общего решения обыкновенного
дифференциального уравнения является приме-
нение теста Пенлеве [26–31].

В этой работе изучается дифференциальное
уравнение шестого порядка со степенными и не-
локальными нелинейностями, предложенное в
статье [32]

(1)

где i – мнимая единица (i2 = –1), u(x, t) – ком-
плекснозначная функция, описывающая волно-
вой профиль, α, β, δ, , μ, ν, ρ, χ – параметры
уравнения (1). В соответствии с гипотезой Абло-
вица–Рамани–Сегура задача Коши для уравне-
ния в частных производных (УЧП) не решается
методом обратной задачи рассеяния, если хоть
одна его редукция к ОДУ не проходит тест Пенле-
ве. Поэтому, как простейшую редукцию к ОДУ,
используем переменные бегущей волны
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Подставляя в уравнение (1) u(x, t) в виде (2)
и используя обозначение ψz = φ, получаем систе-
му обыкновенных дифференциальных уравне-

ний, составленную из мнимой и действитель-
ной части уравнения, путем приравнивания их
нулю,

(3)

(4)

Цель данной работы заключается в изучении
интегрируемости системы уравнений (3), (4) и
построении точных решений уравнения (1) в пе-
ременных бегущей волны.

Статья состоит из трех разделов. Раздел 2 по-
священ изучению интегрируемости системы урав-
нений (3)–(4) с помощью теста Пенлеве. Раздел 3
посвящен построению точных решений уравне-
ния (1) в переменных бегущей волны, используя
метод простейших уравнений.

2. ТЕСТ ПЕНЛЕВЕ ДЛЯ СИСТЕМЫ 
УРАВНЕНИЙ (3)–(4)

Для исследования интегрируемости системы
уравнений (3)–(4) воспользуемся тестом Пенле-
ве. Тест Пенлеве – эффективный инструмент
изучения аналитических свойств ОДУ, прохож-
дение теста является необходимым условием ин-
тегрируемости ОДУ. Для выполнения теста Пен-
леве будем использовать модифицированный ал-
горитм Ковалевской [28–30]. Этот алгоритм
состоит из трех шагов:

1. Определение ведущих членов уравнения и
порядка полюса решения;

2. Нахождение индексов Фукса;
3. Поиск произвольных констант в разложе-

нии решения в ряд Лорана. Применим этот алго-
ритм к системе уравнений (3)–(4).

Шаг 1. Используя подстановки

(5)

находим ведущие члены для уравнений системы
(3)–(4). Для этого в (3)–(4) подставляем y(z), φ(z)
в виде (5) и выбираем слагаемые, дающие мини-
мальные показатели степеней при (z – z0).

Для системы уравнений (3)–(4) возможны
два варианта ведущих членов. Если p = 1, а q = 0,
то уравнения с ведущими слагаемыми будут
следующие

(6)

При этом полученные значения p = 1 и q = 0
соответствуют полюсам функций y(z) и φ(z). То
есть в этом случае функция y(z) имеет полюс пер-
вого порядка, а функция φ(z) не имеет полюсов.
Из (5) и (6) находим y0 и φ0, имеющие вид

(7)

Так же возможен вариант, когда обе функ-
ции y0 и φ0 имеют полюса первого порядка. Это
соответствует параметрам p = 1 и q =1. При этом
получаем следующие уравнения с ведущими
членами
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(8)

Из (5) и (8) находим следующие параметры y0 и φ0

(9)

В результате выполнения первого шага теста
Пенлеве получились целые значения параметров
p и q, поэтому переходим ко второму шагу: поиск
индексов Фукса.

Шаг 2. Сначала рассмотрим случай p = 1 и q = 0.
Индексы Фукса соответствуют номерам коэффи-
циентов разложения решения в ряд Лорана, кото-
рые не определяются. Поэтому в уравнение (6)
подставляем y(z) и φ(z) в виде

(10)

и составляем матрицу из коэффициентов при
первых степенях a1 и a2. Получаем следующую
систему уравнений для определения индексов
Фукса

Приравнивая нулю определитель полученной
матрицы, находим следующие индексы Фукса  j

(11)

Из выражения (11) следует, что два индекса це-
лые, а четыре комплексные. При p = 1 и q = 1 вы-
числения дают аналогичные результаты. Наличие
комплексных индексов Фукса указывает на то,
что система уравнений (3)–(4) и следовательно
исходное уравнение (1) не проходит тест Пенлеве.
Поэтому, вообще говоря, нет необходимости
проделывать следующий шаг теста. Однако, тре-
тий шаг теста Пенлеве часто подсказывает огра-
ничения на параметры, при которых можно упро-
стить исходную систему. Поэтому выполним тре-
тий шаг.

Шаг 3. Используем y(z) и φ(z) в виде

(12)

Подставляем (12) в систему уравнений (3)–(4)
и собираем коэффициенты при различных степе-
нях ξ. Приравнивая нулю выражения при степе-

нях ξ, находим коэффициенты разложения (12),
При этом получаем, что все коэффициенты φi = 0,
кроме коэффициентов с номерами i = 0, 2, 4. Вы-
бирая значения φ2 и φ4 равными нулю, помучаем
значение скорости бегущей волны C0 и пара-
метра β в виде

(13)

При условии (13) получаем тривиальное решение
φ(z) = φ0 = –δ/6. В этом случае исходная система
уравнений становится совместной. Уравнение (3)
тождественно выполняется, и задача сводится к
решению уравнения (4), имеющего вид

(14)

Это уравнение так же, как и система (3)–(4), не
проходит тест Пенлеве. Поэтому оно не имеет об-
щего решения с шестью произвольными посто-
янными, но может существовать решение с мень-
шим числом произвольных постоянных, так как
при выполнении теста Пенлеве были получены
два целых индекса Фукса. Следующий раздел по-
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священ поиску точных решений уравнения (14) с
произвольными постоянными.

3. ПОИСК ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ 
УРАВНЕНИЯ (14)

В разделе 2 установлено, что уравнение (14) не
проходит тест Пенлеве, следовательно для него не
существует общего решения. Поэтому будем ис-
кать решения с числом произвольных констант
меньшим, чем порядок уравнения. Для построе-
ния точных решений применим метод простей-
ших уравнений [33, 34]. Суть этого метода заклю-
чается в поиске решения исходного уравнения
через известное решение другого уравнения.

В качестве простейшего используем уравнение
для эллиптической функции Якоби

(15)
В общем случае решение уравнения (15) выра-

жается через одну из эллиптических функций
Якоби или эллиптическую функцию Вейер-
штрасса. Покажем, как получить решение урав-
нения (15), используя эллиптическую функцию
Якоби.

Рассмотрим алгебраическое уравнение: aY4 +
+ cY2 + d = 0. И пусть x1, x2, x3, x4 его корни. Так как
это уравнение инвариантно относительно замены
Y = –Y, получаем, что x3 = –x1, x4 = –x2. Принимая
это во внимание перепишем уравнение (15) сле-
дующим образом

(16)

Из (16) видим, что решение уравнения (15)
можно выразить через эллиптический синус

(17)

Применим метод простейших уравнений для
поиска решений уравнения (14). В разделе 2 было
получено, что решение уравнения (14) имеет по-
люс первого порядка. Решение уравнения (15) так
же имеет полюс первого порядка. Поэтому ищем
решение уравнения (14) в виде

(18)
где Y(z) – это решение уравнения (15), А – неиз-
вестная постоянная.
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Дифференцируя выражение (15) по z, получа-
ем уравнения

(19)

Используя (18) и (19), получаем выражения
для производных функции y(z). Выпишем только
четные производные, так как только они встреча-
ются в уравнении (14). Таким образом получаем

(20)

Подставляя (18), (20) в (14) получаем алгебраи-
ческое уравнение. Собирая коэффициенты при
степенях Y(z) и приравнивая их нулю, находим
условия при которых (18) будет решением уравне-
ния (14)

(21)

Таким образом получаем решение уравнения (14)
в виде

(22)

где z0 и a – произвольные постоянные, параметры A,
c, d берем из (21). Принимая во внимание условия
(13), (21), и используя ψz(z) = φ(z) = –δ/6 и y(z) в
виде (22), можно сконструировать решение ис-
ходного уравнения (1) в виде бегущей волны (2).
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Решение (22) при условиях (21) и параметрах:
a = –1, α = 1, ν = 1, μ = –3,  = 1, χ = 1, ρ = 1, δ = 1,
z0 = 0 показано на рис. 1.

Рассмотрим частный случай, когда y(z) прини-
мает вид уединенной волны. В (15) выберем пара-
метр d равным нулю, тогда решение уравнения (15)
будет иметь вид уединенной волны. Далее под-
ставляем (18) и (20) в (14), учитывая при этом
условие d = 0. Таким образом, получаем алгебра-
ическое уравнение, приравнивая в нем нулю ко-
эффициенты при различных степенях Y(z), полу-
чаем следующие условия на параметры

(23)

При условиях (23) решение уравнения (14)
принимает вид

(24)

û
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где z0, a – произвольные постоянные, А, c – удо-
влетворяют условиям (23).

Решение (24) при условиях (23) и параметрах:
a = –1, α = 1, ν =1, μ = 300,  = 1, χ = 1000000, δ = 1,
z0 = 10, показано на рис. 1.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучено дифференциальное уравнение в част-
ных производных (УЧП) шестого порядка с нело-
кальными и степенными нелинейностями, кото-
рое используется для описания распространения
оптических импульсов. Из исходного УЧП, ис-
пользуя переменные бегущей волны, получена
система обыкновенных дифференциальных урав-
нений (ОДУ). Для построенной системы ОДУ вы-
полнен тест Пенлеве. Показано, что система ОДУ
не проходит тест Пенлеве, так как на втором шаге
теста Пенлеве получаются комплексные индексы
Фукса. В результате выполнения третьего шага
теста Пенлеве, найдены условия на параметры
исходного уравнения, при которых система ОДУ
становится совместной. При этих условиях от си-
стемы остается только одно уравнение шестого
порядка. Применяя метод простейших уравнений
для полученного ОДУ (14), построены точные ре-
шения. Эти решения имеют вид уединенных и пе-
риодических волн и выражаются соответственно
через экспоненциальную функцию и эллиптиче-
скую функцию Якоби. Построенные точные ре-
шения имеют две произвольные постоянные. По-
лученные решения иллюстрируются при некото-
рых заданных значениях параметров.

û

Рис. 1. Решение (22) при условиях (21) и параметрах a = –1, α = 1, ν = 1, μ = –3,  = 1, ρ = 1, χ = 1, δ = 1, z0 = 0 (слева);
Решение (24) при условиях (23) и параметрах a = –1, α = 1, ν = 1, μ = 300,  = 1, χ = 1000000, δ = –1, z0 = 10 (справа).
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Abstract—A sixth order partial differential equation with nonlocal and power nonlinearities has been dis-
cussed. The equation is used to describe optical pulses. Since the Cauchy problem for this partial differential
equation cannot be solved by the method of the inverse scattering transform, the traveling wave reduction of
this equation has been considered. The use of the traveling wave variables separates the imaginary and real
parts of the equation; as a result, a system of ordinary differential equations (ODEs) has been obtained. The
Painlevé test is used to check the integrability of this system. The system of ODEs does not pass the Painlevé
test, since complex Fuchs indices exist. Conditions for some parameters of the equation, under which the sys-
tem of ODEs becomes consistent, have been obtained. Taking into account these conditions, one ODE of the
sixth order has been evaluated. The method of the simplest equations has been used to construct solutions.
The constructed solutions have been expressed in terms of the exponential function and the Jacobi elliptic
function and have the form of solitary and periodic waves. The found wave solutions of the equation have
been illustrated for some values of the parameters.
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