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Обобщенное уравнение Курамото–Сивашинского используется для описания ряда нелинейных
физических процессов. Целью данной работы является исследование влияния дисперсионного чле-
на обобщенного уравнения Курамото–Сивашинского на характер динамики системы при трех раз-
личных степенях нелинейности. Качественно определить режим динамики системы можно при по-
мощи расчета старшего показателя Ляпунова. Если старший Ляпуновский показатель положите-
лен, то близлежащие траектории экспоненциально расходятся и режим динамики является
хаотическим. Для нахождения старшего показателя Ляпунова необходимо требуется количество раз
возмущать траекторию динамической системы и находить расстояние между возмущенной и невоз-
мущенной траекториями. Чтобы сделать это для уравнения в частных производных необходимо
свести его к конечномерной системе обыкновенных дифференциальных уравнений. В данной ра-
боте для уравнения Курамото–Сивашинского этот переход осуществлен при помощи аппроксима-
ции пространственных производных на дискретной сетке. Граничные условия выбраны периодиче-
ские. Для полученной системы ОДУ проведен расчет старшего Ляпуновского показателя как функ-
ции дисперсионного параметра при трех степенях нелинейности уравнения. Обнаружено, что
увеличение бифуркационного параметра приводит к уменьшению старшего показателя Ляпунова,
а следовательно и к подавлению хаотического движения. При помощи метода линий построены за-
висимости решения обобщенного уравнения КурамотоœСивашинского от пространственной и
временной переменных для несколько значений дисперсионного параметра. Полученные графики
иллюстрируют переход от хаотического режима к регулярному при увеличении бифуркационного
параметра.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Обобщенное уравнение Курамото–Сивашин-

ского имеет вид

(1)

Уравнение (1.1) при  и  было незави-
симо получено Курамото [1] для описания турбу-
лентности в реакции Белоусова–Жаботинского и
Сивашинским для моделирования термальных
диффузионных неустойчивостей ламинарного
фронта горения [2–4]. Также это уравнение возни-
кает при описании ряда нелинейных физических
процессов, таких как стекание жидкости с наклон-
ных поверхностей [5] и вертикальных колонн [6].

При  уравнение (1.1) изучалось многими
авторами с использованием как аналитических,

так и численных подходов. В работах [7–9] приве-
дены некоторые аналитические решения (1.1). В
работе [10] численно изучается сценарий перехо-
да к хаосу в изучаемом уравнении при . В [11]
аналитически исследуется нелинейная устойчи-
вость решений задачи Коши уравнения (1.1). Ра-
бота [12, 13] содержит построение бифуркацион-
ных диаграмм и расчет старших показателей Ля-
пунова для обобщенного уравнения Курамото–
Сивашинского в переменных бегущей волны.

При  уравнение (1.1) также применяется
для моделирования нелинейных физических
процессов. В работе [14] оно было выведено для
описания нелинейных длинных волн в вязко-
эластичной трубе.

Данная работа посвящена исследованию влия-
ния дисперсионного члена  на динамические
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режимы уравнения (1.1). Изучаемое уравнение
сведено к конечномерной динамической системе
путем аппроксимации пространственных произ-
водных на пятиточечном шаблоне. Рассчитан
старший Ляпуновский показатель полученной
системы как функция дисперсионного параметра .
Построены графики решения задачи для уравне-
ния (1.1), иллюстрирующие переход от хаотиче-

β

ской динамики к периодической при увеличении
параметра .

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Качественно определить характер движения
динамической системы позволяет расчет старшего
показателя Ляпунова (СПЛ). Если СПЛ положи-

β

Рис. 1. Зависимость старшего ляпуновского показателя уравнения (1.1) от бифуркационного параметра  при различ-
ных степенях нелинейности  и размерах области .
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телен, то малые возмущения траектории решения
системы со временем экспоненциально возраста-
ют и режим динамики является хаотическим.

Расчет старшего показателя Ляпунова произ-
водится путем многократного возмущения траек-
тории решения системы и вычисления на каждом
шаге растояния между возмущенной и невозму-
щенной траекториями решения системы. Чтобы

найти СПЛ уравнения в частных производных
необходимо сначала для фиксированного  пре-
вратить кривую  в вектор размерности  при
помощи аппроксимации пространственных про-
изводных уравнения на дискретной сетке.

Сформулируем задачу динамики системы,
описываемой обобщенным уравнением Курамо-

t
,( )u x t L

Рис. 2. Зависимость старшего ляпуновского показателя уравнения (1.1) от бифуркационного параметра  при различ-
ных степенях нелинейности  и размерах области .
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то–Сивашинского (1.1) на прямой . Исполь-
зуем начальное условие в виде

(2.1)

и периодические граничные условия

(2.2)

,[0 ]L

( )π, =( 0) sin xu x
L

, = + , .( ) ( )u x t u x L t

Периодические граничные условия позволяют
представить уравнение в частных производных
как бесконечномерную систему обыкновенных
дифференциальных уравнений на кольце. Чис-
ленные методы позволяют сделать размерность
системы конечной. В связи с этим сведем уравне-
ние (1.1) к системе обыкновенных дифференци-

Рис. 3. Зависимость старшего ляпуновского показателя уравнения (1.1) от бифуркационного параметра  при различ-
ных степенях нелинейности  и размерах области .
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альных уравнений путем представления про-
странственных производных их разностными ап-
проксимациями на пятиточечном шаблоне
дискретной сетки из  узлов [15]:

(2.3)

где .

Подстановка (2.3) в (1.1) превратит его в систе-
му из  связанных обыкновенных дифференци-
альных уравнений

N
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в которой периодические граничные условия (2.2)
учтены как , , , .

3. РАСЧЕТ СТАРШИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 
ЛЯПУНОВА

Для конечномерной системы уравнений обык-
новенных дифференциальных уравнений (2.4) с за-
данными начальными и граничным условиями
проведем расчет СПЛ по алгоритму Бенеттина
[16]. Количество узлов аппроксимации  выби-
раем равное . Время пересчета в алгоритме

. Количество временных шагов, используе-
мое при проведении расчетов .

Старшие ляпуновские показатели системы (2.4)
как функции от параметра  в случае размеров об-
ласти  и  представлены на рис. 1–3.
Из приведенных графиков видно, что при умень-
шении значения параметра  характер динамики
системы постепенно становится менее хаотиче-
ским, то есть уменьшается расходимость близле-
жащих траекторий, так как старший ляпунов-
ских показатель убывает. Зависимость решения 
от временной и пространственной переменных
приведена на рис. 4, 5. На рис. a) показан хаоти-
ческий режим классического уравнения Кура-
мото–Сивашинского, на рис. b) – переход от
хаоса к структуре бегущей волны, на рис. c) ил-
люстрируется структура бегущей волны. Реше-
ние уравнения в частных производных проводи-
лось в среде MATLAB методом линий [17].
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполнено исследование динамических ре-
жимов обобщенного уравнения Курамото–Сива-
шинского. Проведен расчет старшего Ляпунов-
ского показателя аппроксимации исследуемого
уравнения на пятиточечном шаблоне как функ-

ции дисперсионного параметра. Установлено,
что при выбранных граничных и начальных усло-
виях старший показатель Ляпунова является убы-
вающей функцией бифуркационного параметра.
Полученный результат говорит о том, что с ро-
стом  динамика системы переходит от хаотическойβ

Рис. 4. Завимость решения уравнения (1.1) от переменных  и  при различных значениях параметров  и  при
.
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к регулярной. Построены графики зависимости
решения рассматриваемого УЧП от временной и
пространственной переменных, иллюстрирую-
щие изменение динамики обобщенного уравне-
ния Курамото–Сивашинского с тремя различны-
ми степенями нелинейности.
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Рис. 5. Завимость решения уравнения (1.1) от переменных  и  при различных значениях параметров  и  при
.
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Abstract—The generalized Kuramoto–Sivashinsky equation is used to describe a number of nonlinear phys-
ical processes. The aim of this work is to study the influence of the dispersion term of the generalized Kura-
moto–Sivashinsky equation on the nature of the dynamics of the system at three different degrees of nonlin-
earity. The system dynamical regime can be qualitatively determined by calculating the largest Lyapunov ex-
ponent. If the largest Lyapunov exponent is positive, then the nearby trajectories diverge exponentially and
the behavior of the system is chaotic. To find the largest Lyapunov exponent, one needs to repeatedly perturb
the trajectory of the dynamical system and find the distance between the perturbed and unperturbed trajec-
tories. To do this for a partial differential equation, it is necessary to transform it into the finite-dimensional
system of ordinary differential equations. In this work, for the Kuramoto–Sivashinsky equation, this transi-
tion is carried out using the approximation of spatial derivatives on a discrete grid. The boundary conditions
are chosen to be periodic. For the resulting system of ordinary differential equations, the largest Lyapunov
exponent has been calculated as a function of the dispersion parameter for three degrees of nonlinearity of the
equation. It has been found that an increase in the bifurcation parameter leads to a decrease in the largest Lya-
punov exponent, and, consequently, to the suppression of chaotic motion. Using the method of lines, the de-
pendences of the solution of the generalized Kuramoto–Sivashinsky equation on the spatial and time vari-
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ables for several values of the dispersion parameter are constructed. The resulting plots illustrate the transition
from a chaotic to a regular regime with an increase in the bifurcation parameter.

Keywords: Lyapunov exponent, partial differential equations, generalized Kuramoto–Sivashinsky equation
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