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Рассматривается математическая модель Susceptible-Infected-Removed (SIR) развития эпидемии ко-
ронавируса с учетом предложенной ранее редуцированной однопараметрической модели. На при-
мере Москвы подобраны параметры модели, описывающие первую и вторую волны эпидемии но-
вой коронавирусной инфекции. Анализируется параметр , который определяет поведе-
ние редуцированной модели SIR в обезразмеренных переменных и равен пиковой доле больных.
Показано, что обе волны заболевания в Москве с достаточной точностью описываются моделью
SIR, при этом параметр , а также скорость перехода больных в выздоровевшие или умершие 
можно считать постоянными между волнами, в то время как скорость перехода здоровых в больные

 уменьшилась во второй волне по сравнению с первой, а численность контактной популяции  –
увеличилась. Таким образом, демонстрируется, что параметр , который, по существу, является ин-
вариантом при развитии пандемии, можно использовать в качестве однозначной и устойчивой ха-
рактеристики развития ситуации в конкретном регионе.
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ВВЕДЕНИЕ

Пандемия новой коронавирусной инфекции
привлекла беспрецедентные усилия к математи-
ческому моделированию эпидемий, в том числе к
прогнозированию динамики количества заболев-
ших, выздоровевших и умерших. Для этого при-
меняются как методы моделирования распро-
странения болезни в популяции – модели экспо-
ненциального роста [1], популяционные модели
вида Susceptible-Infected-Removed (SIR), Suscepti-
ble-Exposed-Infected-Removed (SEIR) и т.д. [2–5],
так и методы прогнозирования временных рядов –
экстраполяционные методы, такие, как exponen-
tial smoothing [6, 7], и регрессионные методы [6],
в том числе нейросетевые [3, 8, 9]. Работы, посвя-
щенные сравнению точности различных методов,
показывают, что сложные регрессионные методы
работают не лучше простых (при прогнозе на 10 дней
вперед [6]), а SEIR работает не лучше SIR [10].
Для моделей SEIR [11] и SIR в последнее время
появился ряд работ [12–15], посвященных их ана-
литическому решению.

В то же время, популяционные модели облада-
ют тем дополнительным достоинством, что их па-
раметры, обладающие физическим смыслом в
контексте скорости распространения эпидемии,
можно использовать в качестве характеристик
развития ситуации, для того, чтобы сравнивать
между собой различные регионы или различные
временные интервалы.

В настоящее время во многих регионах, где
эпидемия началась давно и продолжает разви-
ваться, отчетливо выражены две “волны” заболе-
вания. При этом развитие ситуации зависит от
множества факторов, изменяющихся со време-
нем: погодные условия, поведение людей, сдер-
живающие меры властей и т.п. Цель данной рабо-
ты – выяснить на примере Москвы, можно ли
описать с помощью редуцированной модели SIR
с постоянными параметрами две волны эпиде-
мии, и сравнить, какие параметры модели разли-
чаются между волнами.

Классическая модель SIR [16] описывает изме-
нение во времени трех переменных: количества
здоровых (могущих заразиться) людей , коли-
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чество болеющих (заразных) людей  и количе-
ство переболевших людей  (которые считают-
ся более не заразными):

(1)

Таким образом, для применения модели необхо-
димо задать скорость заражения , скорость вы-
здоровления  и общее количество людей , а
также значения переменных в начальный момент
времени  и . Следует от-
метить, что  есть численность популяции, по-
тенциально подверженной заболеванию, что не
обязательно равно численности населения в ре-
гионе. Поэтому при настройке модели на реаль-
ных данных в общем случае все эти параметры
следует считать неизвестными. Однако подбор
всех параметров по наблюдаемой динамике  и 
может оказаться неоднозначной задачей. Неод-
нозначность оптимальных параметров SIR-моде-
ли может затруднить их интерпретацию для срав-
нения развития ситуации в регионе.

Недавно [17] было показано, что в обезразме-

ренных переменных , ,  и

 динамика их определяется только дву-

мя параметрами  и начальной долей боле-

ющих . В частности, пиковая доля болею-
щих  равна . Это дает основания рас-
сматривать параметр  как характеристику
развития ситуации, не подверженную неодно-
значности при определении ее по данным наблю-
дений. Поэтому в настоящей работе две волны в
Москве сравниваются по параметрам , ,  и .

Параметры устанавливаются путем аппрокси-
мации реальных и модельных  и , как опи-
сано в разделе 2, при этом для второй волны ис-
следуется, какие параметры можно зафиксиро-
вать в значениях, подобранных для первой
волны, а какие необходимо подбирать заново. В
результате (в разделе 3) получено, что  и  в пер-
вой и второй волнах одинаковы, а  и  различа-
ются.

1. ДАННЫЕ И ИХ ПРЕДВАРИТЕЛЬНАЯ 
ОБРАБОТКА

В качестве наблюдений реальной динамики
эпидемии в Москве используются данные Прави-
тельства РФ, доступные на платформе Yandex Da-
taLens: количество (нарастающим итогом) под-
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твержденных случаев заболевания, выздоровле-
ния и смерти c 12 марта 2020 года до настоящего
времени (на момент подготовки статьи – 17 де-
кабря 2020 года). С переменными модели SIR эти
наблюдения соотносятся следующим образом:
I – Заболевших – Выздоровевших – Умерших, R =
= Выздоровевших + Умерших.

Граница между первой и второй волнами
определена по локальному минимуму кривой
ежедневных случаев заболевания, сглаженной
фильтром Савицкого–Голая с шириной окна
сглаживания в 31 день, и попала на 19 сентября.

Перед аппроксимацией данных SIR-моделью
из них были удалены первые несколько дней, с 12
по 25 марта, в которые количество заболевших не
превысило 50, поскольку при небольшом  может
быть неправомерно моделировать стохастиче-
ский процесс заражения скоростью заражения в
популяционной модели. Кроме того, были удале-
ны, как потенциально содержащие ошибки в из-
мерениях, выбросы – дни, в которые количество
заболевших отличается от предшествующих 7 дней
более чем на 3 стандартных отклонения; таких
было 9 дней. В результате осталось 268 дней, на-
ходящихся между 26 марта и 16 декабря.

С целью тестирования прогностической спо-
собности модели последние 14 дней обеих волн –
с 5 по 18 сентября и с 3 по 16 декабря – были заре-
зервированы для тестирования точности аппрок-
симации, и настройка параметров модели прово-
дилась на оставшихся интервалах: с 26 марта по
4 сентября для первой волны и с 19 сентября по
2 декабря для второй волны.

2. МЕТОДИКА ПОДБОРА ПАРАМЕТРОВ SIR-
МОДЕЛИ

Подбор параметров проводится методом наи-
меньших квадратов Левенберга–Марквардта [18],
реализованным в составе пакета Scientific Python
[19]. Перед оптимизатором ставится задача мини-
мизировать сумму квадратов разностей реальных
и модельных рядов дневных значений  и .

Для первой волны настраиваемыми парамет-
рами оптимизатора являются , ,  и . Перед
вычислением модельных временных рядов для
каждой комбинации  и  определяется  по пи-
ковой доле болеющих, и из нее вычисляется .

Для второй волны подбираются те параметры,
которые не взяты фиксированными; при этом ес-
ли фиксирована , то оптимизатор подбирает все
нефиксированные параметры, кроме одного (не-
важно, какого, оптимизатор достаточно устойчив
к этому выбору), который вычисляется по  и
остальным параметрам.

Для тестировочных интервалов все параметры
фиксируются такими, как на соответствующих
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подгоночных интервалах, а  и  берутся равны-
ми значениям  и  в день, предшествующий те-
стировочному интервалу.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Найденные параметры модели, а также точ-
ность аппроксимации, характеризуемая коэффи-
циентом детерминации , приведены в табл. 1.

На второй волне наилучшая точность аппрок-
симации на подгоночном интервале достигается
тогда, когда подбираются все параметры: ,  и

; но также приемлемая точность достигается

0I 0R
I R

2R

α β
N

при всех комбинациях, в которых  подбирается
заново для второй волны. Однако на тестировоч-
ном интервале второй волны точность аппрокси-
мации  лучше всего тогда, когда  и  фиксиру-
ются в значениях, подобранных по первой волне.
Эти кривые приведены на рис. 1.

4. ПРОГНОЗ

Обнаруженное постоянство  дает основания
полагать, что она останется постоянной и в буду-
щем; тогда максимальное количество одновре-
менно болеющих людей составит 29% от общей
численности  популяции, потенциально под-

N

I δ β

δ

N

Таблица 1. Параметры SIR-модели, подобранные для первой и второй волны при различных комбинациях фик-
сируемых и настраиваемых параметров, а также точности аппроксимации  и  с этими параметрами по
метрике  на подгоночном и тестировочном интервалах

Волна Фикс. 
параметры

 на подгоночном 
интервале

 на тестировочном 
интервале

для для для для 

– 0.29 323784 0.023 –2.36 0.08 0.53 0.6

– 0.3 840593 0.033 0.99 0.99 –16.59 0.49

0.2 681747 0.023 0.96 0.94 –41.08 –0.39

0.29 830061 0.033 0.99 0.99 –18.1 0.48

 и 0.13 617439 0.023 0.83 0.95 –87.13 –0.51

 и 0.29 946877 0.023 0.9 0.9 –0.45 –0.2

( )I t ( )R t
2R

δ N α β

2R 2R

( )I t ( )R t ( )I t ( )R t

я1 −. × 72 9 10

я2

−. × 71 3 10

β −. × 71 7 10

δ −. × 71 3 10

α β −. × 72 9 10

β δ −. × 88 4 10

Рис. 1. Динамика больных  и переболевших  из реальных наблюдений и модельная, при различных комбина-
циях параметров, подбираемых заново для второй волны и фиксируемых в значениях, подобранных по первой волне.
Вертикальные пунктирные линии разграничивают интервалы: подгоночный и тестировочный первой волны и подго-
ночный и тестировочный второй волны.
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верженной заражению. Если  тоже не будет ме-
няться в будущем, то по абсолютному значению
пиковое количество заболевших будет равно 183 ты-
сячам человек, а всего переболеет 880 тысяч чело-
век. Если и  останется неизменной, то пик будет
достигнут уже в конце декабря, а затем эпидемия
пойдет на спад (см. рис. 2).

ВЫВОДЫ

Обе волны коронавируса в Москве описыва-
ются моделью SIR с постоянными параметрами.
При этом вторая волна отличается от первой ско-
ростью  распространения болезни и численно-
стью  популяции, потенциально подверженной
заражению. Постоянными для обеих волн можно
считать скорость перехода больных в переболев-

шие , а также  – параметр редуцирован-
ной SIR-модели, который можно не подбирать в
ходе аппроксимации, а получить из пиковой доли
болеющих.
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Abstract—The susceptible–infected–removed (SIR) model, which is a compartmental mathematical model
of epidemic outbreak, is considered in the form of the recently proposed one-parameter model. For the par-
ticular case of Moscow, the parameters of the model are found that describe the first and second waves of the
COVID-19 epidemic. We have analyzed the parameter δ = β/(αN) that determines the behavior of the re-
duced SIR model dimensionless compartment variables and which is equal to the peak proportion of the in-
fected persons. The results show that both waves can be fitted with the SIR model with satisfactory accuracy.
The parameter δ, as well as the infected-to-removed transition rate β, can be asserted equal for the two waves.
On the contrary, the susceptible-to-infected transition rate α and the size N of the population potentially ex-
posed to the infection proved to have changed in the second peak compared to the first one. Thus, the pa-
rameter δ can be used as an unambiguous and robust characteristic of the dynamics of the outbreak in a par-
ticular region.
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