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Рассматривается обобщенное нелинейное уравнения Шрёдингера с учетом производной третьего 
порядка, которое может использоваться при описании распространения импульсов в оптическом 
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му решение уравнения ищется в переменных бегущей волны. Принимая во внимание эти перемен­
ные, получена система дифференциальных уравнений для мнимой и действительной части. Опре­
делены условия существования решения переопределенной системы дифференциальных уравне­
ний. Найдены аналитические решения, выраженные через экспоненциальную функцию и 
эллиптическую функцию Якоби. Решения обобщенного нелинейного уравнения Шрёдингера яв­
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енты. Представлены графики решений.
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ВВЕДЕНИЕ
В работе рассматривается обобщенное нели­

нейное уравнение Ш рёдингера с учетом произ­
водной третьего порядка. В настоящ ее время 
известен ряд дифференциальных уравнений, ко ­
торые используются при описании распростране­
ния импульса в оптическом волокне. Например, 
хорошо известное нелинейное уравнение Ш рё- 
дингера, имеющее вид [2 , 3 ]

iqt +aqxx + b|q|2q = 0 . ( 1)
Известны также обобщения уравнения Ш рёдин­
гера, которые изучались в работах [4—6]. Попу­
лярное уравнение Кунду—Экхауза, рассмотренно 
в работе [5]

iqt + qxx -  b\q\4q -  c ( |q |\q  = 0 . (2)
В работе [6 ] исследовано решение уравнения в 

виде

щ  + i$qx + aqxx +
+ (b\q\2n + c\q\n + g\q\-” + h\q\-2n )q = 0 ( )

Следующее обобщение нелинейного дифф е­
ренциального уравнения Ш рёдингера второго 
порядка представлено в работе [4]

iq  + aqxx + a\q\n + b\q\2n + d (\q\n)xxq = 0 . (4)

Вопрос о нахождении реш ений для ряда дру­
гих обобщений нелинейного уравнения Ш рёдин- 
гера рассматривался также в работах (см. [7—16]).

В данной работе рассматривается обобщенное 
нелинейное уравнение Ш рёдингера с производ­
ной третьего порядка, имеющее вид

qt + ibqxx + ЬЩщ2 \ + b3qxxx + (5)

+ b4(q\q2\) x + bq(\q2\)x = 0 ,

где q( x, t) — комплексная функция характеризую­
щ ая огибающую волнового пакета, (bn, n = 1-5) — 
параметры уравнения, связанные с групповой 
скоростью, фазовой самомодуляцией, дисперси­
ей третьего порядка и собственным частотным 
сдвигом, x — координата, t — время.

Целью данной работы является поиск реш е­
ний обобщенного нелинейного уравнения Ш рё- 
дингера (5) в виде периодических и уединенных 
волн.
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1. СИСТЕМ А УРАВНЕНИЙ, 
СООТВЕТСТВУЮ Щ АЯ (5)

Уравнение (5) допускает группу преобразова­
ний сдвига по x  и t . Поэтому ищем решение этого 
уравнения используя переменные бегущей волны 
в виде

, ,  | , bA + 2  Ь5ЪА k  + b  _  4 3 5
3b3k + b  Ъ3 (14)

-b 3k 3 -  b k  -  ю _ -3b3k 2 -  2b k  -  C0 
3b3k  + b  b3

q(x, t) _  y(z)ei(kx-at\  (6 )

где y(z) — функция характеризующая огибающую 
волнового пакета, z  _  x  -  C0t . Вычислим произ­
водные функции q( x, t)

qt _  -C 0y / kx-at) -  imyeKkx-ю\  (7)

qx _ yzei(kx-ю) + iyei(kx-at\  (8 )

qxx _ y z/ kx-m> + 2 i k y / kx-m] -  y k 2ei ( k x - m (9)
_ i(kx-®t) л .» i(kx-rat)

qxxx _ yzzze + 3lkyzze -  ( 10)
3k y zje ik ye .

Подставляя (6 )—(10) в уравнение (5), получим 
систему уравнений для мнимой и действительной 
части

3b3kyzz + hyzz + b4ky 3 + b2 y 3 

-  b3k  3y -  b\k 2y -  roy _ 0
( 11a)

b3yzzz + 3b4y2yz + 2b5y 2yz -  ^ k 2yz -
-  2bkyz -  C y z _ 0.

( 11b)

Второе уравнение системы (11b) после инте­
грирования по z  можно привести к  виду

b?yzz -  C0y  -  2bky -  3b3k2y  + b4 y 3 +  

+  ^  y 1 -  C, _  0,
( 12)

где C1 — константа интегрирования. В системе 
уравнений ( 11a) и ( 12) оба эти уравнения являю т­
ся уравнениями второго порядка.

Видно, что уравнение (11a) и уравнение (12) 
имеют похожую структуру при C1 _  0. Система 
уравнений является переопределенной и следует 
сделать ее совместной. Это достигается при оди­
наковых коэффициентах при y и y , если запи­
сать систему ( 11a) и ( 12) в виде

, b4k + b2 3 , -b3k 3 -  b k 2 -  ю _
y zz + — ---------- - y  + —3-------1--------- y  _  0 ,

zz 3b3k  + b  3b3k  + b

b4 + 2  b
y zz +■

£ 5  y3 + -3b3r  -  2bk -  C0
y  _  0 ,

(13a)

(13b)

где b3 Ф 0; b  ^  -3b3k . Для того, чтобы уравнения (13a) 
и (13b) были одинаковыми, необходимо прирав­
нять коэффициенты при y  и y  .

Откуда находим b5 и C0

Ь _ - 3(2b3b4k + bb4 -  b2b ) ;

C0 _ -

2(3b3k + b )
8b32k 3 + 8b1b3k 2 + 2b2k -  Ъ3ю 

3b3k  + b

(15)

Теперь можем решать любое уравнение (13a) 
или (13b). Подставляя условия (15) в (13b), полу­
чаем уравнение

y +  b4k  + b  з -  b3k 3 +  t t  + ю y _  0 
/zz 3b3k  + b  ^ 3b3k  + b  ^

(16)

Умножив уравнение (16) на yz и интегрируя 
по z , получим

yz +
b4k  + b2 

2(3b3k + b)
y  -

bk- + b  + ю  2

3b3k  + b
y 2 + C2 _  0, (17)

где C2 — константа  и нтегрирования. У равне­
ние (17) — эквивалентно уравнению (13a) и поз­
воляет найти решение системы уравнений ( 11a) и 
( 11b).

2. П ЕРИ О Д И ЧЕС К И Е И УЕДИ Н ЕН Н Ы Е 
ВОЛНЫ УРАВНЕНИЯ (17)

Найдем решение уравнения (17) выраженное 
через эллиптическую функцию Якоби. Исполь­
зуя обозначения

b4k  + b2 _ g  ; b3k 3 + b2 + ю _ K2 (18)
2(3b3k + b) 1 3b3k  + b  2

уравнение (17) примет вид

y2 + K y 4 -  K 2y 2 + C2 _  0. (19)
Будем искать решение уравнения (19), исполь­

зую новую переменную

y  _ # ( ! ) .  (2 0 )
Учитывая (20), получаем

V 2 + 4K V 3 -  4K2V 2 + 4C2V _ 0. (21)
Запишем уравнение (21) в виде

V 2 _  - 4 f (V ), f V ) _  (K V 3 -  K 2 V 2 + C2V). (22)

Функцию f  (V) можно представить в виде

f V ) _  (V -  Ч )У  -  Ъ ) У  -  а )  (23)
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где %  a2, a3 (a1 > a2 > a3) — действительные корни 
кубического уравнения

K 1V 3 -  K 2V 2 + C2V  = 0. (24)
Решив кубическое уравнение (24), находим

V = 0; V  =
К 2 + V- 4C2K1 + K2

V3

(25)
2K1

= K 2 -4 ~ 4 C 2K1 + K22 

2K1 ’
где K1 Ф 0. Решение уравнения (21) для V (z) пред­
ставляется в виде [1 ]

V (z) = a1 -  (a1 -  a2 )sn2{2^/a1 -  a3(z -  z0), S 2}, (26) 

где sn{x, S  } — эллиптическая функция Якоби,
S  =  a 1 -  a 2

a1 a3
Проведем анализ возможных реш ений с уче­

том значений коэффициентов K1, K2 и C2. При 
этом возможно 8 случаев.

K 2
Caучай 1. K 1 > 0, K2 > 0, 0 < C2 < —4 . Действи-

4 K 1
тельные корни кубического уравнения имеют вид

K 2 +_  л 2 V-4C2Kl +  K 2

a2

(27)

a3 = 0 .

a1 a2 = 0;
(28)

2K1

= K 2 - 4 - 4 C 2K x + K22 

2K1

^ у ч а й  2. K 1 > 0, K2 > 0, C2 < 0. Действитель­
ные корни кубического уравнения имеют вид

= K 2 + 4~4C2K x + K22 

2K1

K2 -V -4 C 2K1 + K22 

2K1 '
^ у ч а й  3. K 1 < 0, K2 < 0, C2 > 0. Действитель­

ные корни кубического уравнения принимают вид

a = K 2 -V -4 C K , + K 2

1 2K 1

K 2 W - 4 C 2Kt + K22 ,
2K1 ’

a3 =

a9 = •

2
2

a3 = 0 .

(29)

K 2

^ у ч а й  4. K 1 < 0, K2 < 0, C2 < - - 4 . Действитель-
4K 1

ные корни кубического уравнения запишутся в виде

a1 =
K 2 - 4 - 4 C 2K x + K22 ;

2K 1
a2 = 0;

K  +2 V- 4C2K1

(30)
+ K2

2K 1
a3

K 2
C y ^ a ^  5 . K 1 > 0, C2 < , K2 < 0. Действи-

4 K 1
тельные корни кубического уравнения имеют вид

K  +2 V - C K l+ K 22

a 3

2K 1

= K 2 -  V -4 C K , + K
2K1

a2 = 0;
(31)

K 22
^ у ч а й  6. K 1 < 0, K2 > 0, C2 < 4 4 . Действи- 

корни кубического у

= K 2 -  V -4C K , + K22

2 ^  “  4K1"
тельные корни кубического уравнения имеют вид

a1
2K 1

a2 = 0;

a3 =
K 2 + V- 4C2K1

(32)
+ K 2

2K 1

^ у ч а й  7. K 1 < 0, K2 > 0, C2 > 0. Действитель­
ные корни кубического уравнения имеют вид

a1 = 0; a2 = K 2 -  V -4C K , + K22 .
2K 1

=  K 2 + V-4C2K1 + K
(33)

2K 1
a3

CAynaU 8. K 1 > 0, C2 = 0; K2 = 0. Действитель­
ные корни кубического уравнения имеют вид

a1 = 0; a2 = 0; a3 = 0. (34)

Запишем реш ения уравнения (5) для каждого 
из выше перечисленных случаев.

Caучай 1. Решение запишется формулой

V  (z) = a1 -  (a1 -  a2)sn2 { i ^ z  -  Z0), S 2}. (35)

Используя тождество sn2 + cn 2 = 1, решение 
уравнения (6 ) можно представить в виде

y(z) = ^ a-, + ( a  -  a2)cn2 { i ^ z  -  z0), S 2}. (36)

Решение уравнения (5) имеет вид

q( x, t) = ̂ ja2 + (a1 -  a2 )cn2 {2 V01(z -  z0), S  2}e‘(kx-rat\  (37)

В случае, если a1 > a2 = a3, а C2 = 0, тогда 
a2 = a3 = 0. Используем решение (37) получаем 
решение y(z) в виде уединенной волны

y(z) = a2 + ( a  -  a2)ch-2 { iV a  -  a2(z -  z0)}. (38)
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Рис. 1. а) Решение (36) уравнения (6) при K  = 3, K2  = 5, C2 = 2; б) Решение (37) уравнения (5) при K  = 3, K2  = 5, 
C2 = 2, k = 8, ш = 1, t = 1.

Решение уравнения (5) для q( x, t) в виде уеди­
ненной волны запишется формулой

q(x,t) = ^a1ch- 2j2^01(1— z0)}e,<kx"“t). (39)

Случай 2. Решение уравнения (6 ) выражается 
формулой

y (z ) = ^ aicn2 { Д Oj -  a3(z -  z0), S 2}. (40)

Решение уравнения (5) имеет вид

q(x, t) = ^jaicn2 |2  Va  -  a3(z -  Zo), S 2}e, { ) . (41)

Случай 3. Решение уравнения (6 ) запишется в 
виде

y(z) = Ja2 + (a, -  a2)cn2 1 2 /̂01(z -  z0),S 2}. (42)

Решение уравнения (5) имеет вид

q( x, t) ^ -ш). (43)

Случай 4. Решение уравнения (6 ) в виде

y(z) = ^ a,cn2 |! v a i  -  a3(z -  z0),S 2}. (44)

Решение уравнения (5) имеет вид

q(x, t) \  (45)

y( z) = f c ^ J ^ ^ 7 } . (46)

Решение уравнения (5) имеет вид

q( x, t) = ^ a ^ n 2 | ! V  ai -  a3( z -  z0), S  2}e,(kx-“t >. (47)

Случай 6. Решение уравнения (6 ) выражается 
формулой

y( z) = f c ^ j ^ ^ 7 } . (48)

Решение уравнения (5) имеет вид

q(x, t) = (49)

Случай 7. Решение уравнения (6 ) выражается 
формулой

y(z) (50)

Решение уравнения (5) имеет вид

q(x, t) ei ( k x ) (51)

Случай 8. Решение уравнения (22) выражается 
через функцию Вейерштрасса, тогда решение 
уравнения (6 ) представляется в виде

y(z) = V -£*  z + С3, 0,0), (52)

С3 — произвольная постоянная.
Решение уравнение (5)

q(x, t) = V ~M z + С3, 0,0)ei { k x ) . (53)
Случай 5. Решение уравнения (6 ) запишется в 

виде
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(a) (б)

Рис. 2. а) Уединенная волна (38) описываемая уравнением (6) при К  = 5, К2 = 10, С2 = 0; б) решение (37) в виде уеди­
ненной волны (группового солитона) уравнения (5) К  = 5, К2 = 10, С2 = 0, к = 10, ю = 1, t = 1.
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Рис. 3. a) Решение (50) уравнения (6) при К  = 1,4, К2 = -3, С2 = 1; б) решение (51) уравнения (5) при К  = 1,4, К2 = -3, 
С2 = 1, к = 15, ю = 1, t = 1.

3. ГРАФ ИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
РЕШ ЕН И Й  УРАВНЕНИЯ (5) И (6 )

Решение (36) уравнения (6 ) при К  = 3, К 2 = 5, 
С2 = 2 иллюстрируется в левой части на рис. 1. Ре­
шение (37) уравнения (5) при К  = 3, К 2 = 5, 
С2 = 2, к  = 8, ю = 1 в момент времени t = 1 демон­
стрируется в правой части рис. 1. На графике вид­
но, что волна является периодической.

Уединенные волновые решения (38) уравне­
ния (6 ) при К  = 5, К 2 = 10, С2 = 0 демонстрирует­
ся в левой части на рис. 2. Решение (39) уравне­
ния (5) при К  = 5, К 2 = 10, С2 = 0, к  = 10, ю = 1 в 
момент времени t = 1  иллюстрируется в правой 
части рис. 2 .

Решение (50) уравнения (6 ) при К  = 1,4, 
К 2 = -3 , С2 = 1 иллюстрируются в левой части на 
рис. 3. Решение (51) уравнения (5) при К  = 1,4,

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ” том 10 № 1 2021



24 АНТОНОВА, КУДРЯШОВ

K 2 = -3, C2 = 1, k  = 15, ю = 1 в момент времени 
t = 1 показано в правой части рис. 3 и является пе­
риодической волной.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
Используя переменные бегущей волны, в ра­

боте рассмотрено обобщенное нелинейное урав­
нение Ш редингера. Показано, что система урав­
нений для мнимой и действительной части может 
быть совместной. Получены ограничения (14) на 
коэффициенты уравнения, для которого находят­
ся аналитическое решение уравнения (17). П ока­
зано, что уравнение (5 ) имеет точные реш ения в 
виде периодических и уединенных волн выра­
женные через эллиптическую и экспоненциаль­
ную функцию. Построены графики реш ений при 
некоторых значениях коэффициентов уравне­
ния.
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Abstract—The generalized third order nonlinear Schrodinger equation is considered. This equation is a non ­
linear partial differential equation, which can be used to describe pulses in optical fibers. The Cauchy problem 
for it is not solved by the inverse scattering transform; for this reason, the solution of the equation is sought 
in the travelling wave variables. A system of differential equations for the imaginary and real parts has been 
obtained in these variables. Conditions for the existence of a solution of an overdetermined system of differ­
ential equations are determined. An analytical solution is found in terms of the Jacobi elliptic function. The 
solutions are presented in the form of periodic and solitary waves of the nonlinear Schrrodinger equation un­
der various conditions on the coefficients. The found solutions are plotted in the graphical form.
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