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Рассматривается иерархия уравнений Бюргерса. Методом линеаризации уравнения находятся ра­
циональные решения. Уравнения иерархии допускают группу преобразований растяжений. П ока­
зано, что, используя автомодельные переменные, уравнения Бюргерса преобразуются после инте­
грирования в дифференциальное уравнение n -го порядка, где искомая функция зависит только от 
одной переменной. Используя преобразование Коула—Хопфа, производится линеаризация уравне­
ния. Реш ение обыкновенного линейного уравнения ищется в виде полинома n + 1 порядка. П од­
ставляя полином с неопределенными коэффициентами в уравнение, переходим от линейного диф ­
ференциального уравнения к  системе алгебраических уравнений n + 1 порядка с постоянными ко ­
эффициентами. Вид рационального реш ения зависит от постоянной интегрирования, которая 
имеет определенные значения связанные со степенью полинома. Получено, что рациональные ре­
ш ения иерархии Бюргерса имеют точки разрыва.
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ВВЕДЕНИЕ
Уравнения иерархии Бюргерса встречаются в 

ряде физических процессов, как турбулентность, 
нелинейная акустика, а также при описании ф и­
зики плазмы. Приведем примеры этих уравне­
ний.

Уравнения иерархии Бюргерса имеют вид:

и, + а Э_/Э
Эх \дх

+ и
2

I и =

= ut + аиххх + 3аи2 х + 3аиихх + 3аи2их = 0
(3)

При n = 3 получаем уравнение четвертого по­
рядка:

и, + а + и) и = 0, ( 1)
д х \о х  I

где и( х, t) — неизвестная функция, зависящ ая от 
переменной ,  и пространственной переменной х  . 
Рассмотрим уравнения при n = 1,2,3.

Из (1) при n = 1 получаем хорошо известное 
уравнение Бюргерса. Оно названо в честь 
Дж.М. Бюргерса. Первое его упоминание было 
более 7 0  лет назад при описании турбулентно­
сти [3]:

и, + а — (—  + и ) и = и, + аихх + 2аиих = 0 (2 )
дх \дх /

При n = 2 получаем уравнение Ш арма—Тас­
со—Олвера. Это уравнение хорошо известно как 
уравнение, описывающее распространение нели­
нейных дисперсионных волн в неоднородных 
средах [4—6]:

д I д \3и, + а — (— + и ) и = и, + аиГГТХ + 10а и титт + 
t дх \д х  ) , х (4)

2 2 3+ 4аииххх + 12аиих + 6аи  ихх + 4 а и их = 0

Целью данной работы является нахождение 
рациональных реш ений уравнений иерархии 
Бюргерса.

1. УРАВНЕНИЯ ИЕРАРХИИ БЮ РГЕРСА 
В АВТОМ ОДЕЛЬНЫ Х П ЕРЕМ ЕНН Ы Х

Для вывода уравнения, используются автомо­
дельные переменные. Без ограничения общности 
положим а  = 1.

Щ + — (—  + и) и = 0, n = 0,1,2,... (5)
дх  дх
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Рис. 1. Разрезы решения u(x, t) при разных значениях 
времени для в = n + 1 = 6.

Рис. 2. Решения u(x, t) при в = 1...n = 1 ...5.

Уравнения иерархии допускают группу преоб­
разований растяжений. Положим x  = L x t  = Tt 
u = C0u \

Полагая C0 = ea в автомодельных переменных, 
получаем:

u = e V , x  = e x , t = ea(n+1)t '. (6)
При учете (6 ) уравнение (5) имеет инварианты, 

которые допускаются уравнением (5):

I 1 = utn+i = u 't '

u(x, t) = C  f

1 _
n+1 x

_1
/П+1

x 
T  

t 'n+1
І 2  = ^ T  =  Г  • (7)

t n+1

f  \  
C2  x

Vtn+1J

2Q x . (8)
t

Зависимость между константами C1 и C2 нахо­
дится при подстановке (8 ) в уравнение (5).

C1 =  C2 =
1 (9)

(П + 1)n+1

Выделяем полный дифференциал и проинте­
грируем в полученном уравнении:

z

[d  + f l f  -  z f  + в = 0 , ( 10)

где в — постонная интегрирования.
Применим преобразование Коула—Хопфа для 

построения рациональных реш ений уравнений 
иерархии Бюргерса [7, 8]:

f  = ¥ z  ( 11)
¥

Производится линеаризация уравнения. Вы­
ведем первое слагаемое ( 10):

d  + f  ) f  = Д Ъ  + ( Ъ )  = Ъ ,
dz J dz ¥  ^ ¥  J ¥ (12)

d + f ' f =
¥  n+1,z 

¥  ,
где ¥ n + 1 ,z

n+1
d__¥

n+1dz
(13)

Учитывая (13), получаем соотношение:

f  -  zf  + p = 1 ( ¥ n+1,z -  z¥ z + P ¥ ) = 0 ( 1 4 )  
¥

2. ПО СТРО ЕН И Е РАЦИОНАЛЬНЫХ 
РЕШ ЕН И Й  ИЕРАРХИИ УРАВНЕНИЙ 

БЮ РГЕРСА

Рассмотрим уравнение:

¥ n+1,z -  z ¥ z + P ¥  = 0, (15)

где ¥  -  решение, ¥  n+u =
n +1

d__¥
n+1dz

Будем искать решение уравнения в виде поли­
нома n + 1  степени:

n+1 . n 2¥  = an+1z + anz  + ... + a2 z  + a1z + a0 . (16)
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Подставляя (16) в (15). Получаем систему урав­
нений для коэффициентов полинома в виде:

в an+1 -  (n + 1К +1 = 
в а„ -  na„ = 0 ,

<.................. (17)
в a1 -  а1 = 0 ,
(n + 1)!an+1 + в а{) = 0 .

Рассмотрим два случая: 1) в = 0 ...n, 2) в = n + 1. 
При в = 0 ...n все коэффициенты ai , где 
i = 0 ,1, . . . ,к  - 1, к  + 1, ...n  - 1,n равны нулю, а коэф ­
фициент ак будет свободным, решение уравнения
будет иметь вид: у  = Czk . При в = n +1 коэф ф и­

циенты а1 = а2 = ... = an = 0, а an+1 = - п . Решение

для этого случая имеет вид: у  = C(z"+l -  n!). При 
в Ф 0,1,..., n + 1, решение уравнения (15) есть то­
ждественный ноль.

J Czв, при в = 0 , 1,..., n - 1, n

| c (zP -  (в - 1)!) при в = n + 1
(18)

При заменах (8) и (11) реш ения уравнений (5) 
и ( 10) соответственно будут выглядеть:

f  =

и =

в , при в = 0 ...n ,
Pz1в-1

/ - ф - 1)!’ при в = n + 1.

гв

-в!'

при в = 0 ...n , 

при в = n + 1 .
X

(19)

(2 0 )

В качестве примера представим графики ре­
ш ений уравнения иерархии Бюргерса при n = 5.

М ожно заметить, что для случая в = n +1 име­
ются точки разрыва, которые определяются по 
формуле:

х* = ±в1вй

Для случая, где в = 0 ...n: 
х* = 0

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
В работе рассматривались уравнения иерархии 

Бюргерса. Приводились примеры уравнений вто­
рого, третьего и четвертого порядков. Для получе­
ния рациональных решений уравнений использо­
вались автомодельные переменные. Используя 
преобразование Коула—Хопфа, производилась ли­
неаризация уравнения. Были найдены рациональ­
ные решения уравнения. Построены графики.
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A bstract-R ational solutions of the Burgers hierarchy have been obtained using the linearization of the dif­
ferential equation. Hierarchy equations allow a group of stretch transformations. Using self-similar variables, 
Burgers equations are converted after integration into an и-order differential equation where the function de-
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pends only on one variable. The linearization of the equation is done using the C o le -H o p f transformation. 
A solution of an ordinary linear differential equation is sought in the form of an (n + 1)-order polynomial. 
The substitution of the polynomial with indefinite coefficients into the equations transforms the linear dif­
ferential equation into a system of (n + 1)-order algebraic equations with constant coefficients. The kind of a 
rational solution depends on the constant of integration, which has certain values related to the degree of 
polynomial. Rational solutions of the Burgers hierarchy have points of discontinuity.

Keywords: Burgers hierarchy, rational solution, C o le -H o p f transformation, nonlinear differential equation
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