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М ногомерный нормальный закон распределения случайных величин является одним из основных 
при решении большого количества статистических задач. Хорошо известным фактом является, то, 
что совместное маргинальное распределение подмножества случайных величин также является 
нормальным. В литературе это факт доказывается с помощью нахождения характеристической 
функции для заданного множества случайных величин и далее находится характеристической 
ф ункции для подмнож ества случайных величин и сопоставления характеристических функций. 
С помощью этого подхода относительно легко доказывается принадлежность к  нормальному рас
пределению подмножества случайных величин. Однако, в явном виде не находится функция плот
ности многомерного нормального распределения, не вычисляются вектор математических ожида
ний и ковариационная матрица распределения. Было бы интересно получить строгое доказатель
ство того, что если исходное множество случайных величин имеет многомерный нормальный закон 
распределения, то и подмножество случайных величин этого множества имеет многомерный нор
мальный закон распределения с определенными параметрами. В данной статье приводится строгий 
вывод функции плотности многомерного нормального распределения для подмножества случай
ных величин. Вычисляется вектор математических ожиданий и ковариационная матрица распреде
ления. Вывод основан на операциях с блочными матрицами. Представленные формулы вычисле
ния обратной матрицы, когда исходная матрица представлена в виде блоков, имеют самостоятель
ный интерес.

Ключевые слова: многомерный нормальный закон распределения, блочные матрицы, математиче
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ВВЕДЕНИЕ
М ногомерный нормальный закон распределе

ния случайных величин является одним из основ
ных при реш ении большого количества статисти
ческих задач. Причина широкого применения 
нормального закона распределения заключается 
в том, что многие статистические оценки различ
ных параметров распределены по нормальному 
закону. Так в [1] для определения минимального 
количества испытаний используется то, что нор
мированная частота успешных испытаний 

W  -  E[W]Wn = —", сходится по распределению, к
" VDWi

нормальной случайной величине U ~ N(0; 1). Там 
же [1] для дальнейших преобразований учитыва
ется нормальное распределение случайной вели

чины w n = k j - S t  (n
yjnpq

— количество испытаний, k  —

количество “успешных” исходов). В [2] предпо
лагается нормальное распределение результатов 
испытаний лекарственных препаратов. В основе 
работы [3], посвящ енной определению м ини
мального размера выборки, лежит нормальное 
распределение и использование заданного дове
рительного интервала. Одну из основных ролей в 
ш ироком применении нормального закона рас
пределения играет центральная предельная тео
рема [4], которая говорит о том, что сумма доста
точно большого количества слабо зависимых слу
чайных величин, имеет распределение, близкое к 
нормальному.
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Для нормального закона функция плотности 
распределения имеет вид [5]:

fx (x ) = ---- n r ------j exp{ -2[x -  y ] v ~ \x  -  ц]}, (1)
(2n)2(det Vx )2

где x = [x1, x2,... xn]T — вектор случайных величин

размерности; ц = E  {x} = [M1,M2,—Mn]J (Mi = E{x,-}) -  
вектор математических ожиданий размерности и;

Vx = var{x} = E  {[x -  ц] [x -  ц ]т }
Vx Vxx11 x12
Vx Vxx21 x21

ко-

вариационная матрица вектора x  размерности 
n x n.

g(t) = —Ц  J  exp{itT(ц + V lx/2y) -  2 у тУ}йу = 
(2n )2 -“

= exp(itHM) J  exp{- 2[yTy -  2itTV lJ 2y]}dy 

(2n )2 -“

Вводя переменную zT = itTVx 2; z  = iVx 2t ;
zTz = - t TVxt дополним выражение в скобках до 
полного квадрата:

g(t) = expW i ) x 

(2п)2

det Vx — определитель матрицы Vx.

Требуется доказать, что если представить век
" x1'тор x  как  x =
x,

, где x1 и x2 векторы разм ерно

сти и1 и и2 соответственно (и1 + и2 = и) и произве
сти элиминацию функции плотности распреде
ления по вектору x2, то получим нормальную 
функцию плотности распределения вида:

f 1( x1) n I x
(2n)2 (detVxu )2 (2 )

xexp{- -2 [x1 - M1]TVx;1[ x1 -  M1]} ,

где ц1 = E  {x1}, а Vxn — левый верхний блок ковари
ационной матрицы Vx размерности и1 x и1. Д ока
зательство данного утверждения основывается на 
вычислении характеристической функции g(t) 
многомерного нормального распределения [6 ]. 
По определению имеем:

x J exp j -  ,[y Ty -  2itTVx 2y -  tTVxt + tTVxt]}dy =

= exp(itnM) J exp j - , [ y Ty -  2zTy -  z z  + zTz]}dy. 

(2n)2 -~
Выполняя преобразования, получим:

exp (itT ц - 1 tTVxt) 
g(t) = ------------- f ------ - x

(2n)2 (5)

x J exp j-2 [y  -  z]T [y -  z]}dy.

Полагая s = y  -  z , вычисление интеграла (5) мож
но представить как

J exp{-2[y -  z]T [y -  z]}dy = J exp{-2sr s}ds ==

= J exp J - 2 g s 21 ds = П  J exp{-2s2}ds,.

exp(itT x)
n 1
2/H f̂TZ \2

g(t) = E  { /Tx} = J
-  (2n)2(det Vx ) 

x exp j -  1[x -  M]T Vx_1[x -  M]|dx,

x

или

(3)

g(t) = ■ •x
(2n)2(detVx  )2

x J exp {itTx  -  1[x -  M]T Vx_1[x -  M]|dx.

(4)

1/2Вводя замену переменной [x — ц] =  Vx y ;
x = ц + Vx 2y;dx = (detVx)1/2d y , где VX 2VX 2 = Vx, 
можем представить (4) как

Учитывая, что
1

dsi = (2п)2, оконча-

тельно получим характеристическую функцию 
gx (t) многомерного нормального распределения:

gx(t) = exp (itTц -  2  tTVxt ) (6)

Если теперь рассмотреть линейное преобразова
ние вектора x, а именно y  = A x , где A матрица 
размерности m x n , то характеристическая функ
ция вектора y  будет иметь вид:

gy(t) = E{eu y} = E{e‘l Ax} = E{eit Ax\ i(A t) x} = gx( A t )
или

gy  (t) = exp (i(AT t)T  ц -  2(A T t)T VxAr t) = 

= exp (itTA ц  - 1  tTAVxA Tt ).
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Сравнение gy(t) и gx(t) показывает, что вектор 
y  = A x  распределен по нормальному закону, со 
средним цу = А цх и матрицей ковариации Vy =

=  AVxAT.
Если в качестве матрицы А  размерности n1 х  n 

выбрать матрицу вида:

1 0 0 0 0 . 0

0 1 0 0 0 . . 0

0 0 0 1 0 . 0

в которой первые n1 столбцов единичные, а по
следние нулевые, то цу = ц Х1 и Vy = VXl1.

Приведенные рассуждения доказывают, что 
вектор х1 размерности n1 распределен по много
мерному нормальному закону, но при этом функ
ция плотности распределения явно не определя
ется.

В данной статье предлагается строгий вывод 
функции плотности распределения для вектора x1, 
основанный на преобразовании блочных матриц.

где I m и I n-m единичные матрицы соответствую
щих размерностей.

Выполняя умножение получим:

T11A11 + T12 А21 T11A12 + T12 A22 Im 0
T21A11 + T22 A21 T21A12 + T22A22 0 I n-m

Исходя из полученных выражений, можно за
писать:

T11A12 + T12 А22 = 0; T11A12 = -T 12 A22 
Следовательно

A12 = -T 11 T12A22; A12A22 = ^11 T12.
Выполняя аналогичные преобразования, бу

дем иметь

T 21A 11 +  T 22 A 21 =  0 ;  T 21A 11 =  T 22 A 21

A21 = -T 22 T21A11; A21A11 = -T22 T21.
Для диагональных элементов можно записать:

An = T1-
T11A11 + T12A21 = 1 m;

1̂1 T12 A21 =T11 + A12 A22 A21

ОБРАЩ ЕНИ Е БЛОЧНЫ Х МАТРИЦ
Прежде чем приступить к  выводу функции 

плотности распределения, получим базовые со
отношения для вычисления обратной блочной 
матрицы вида:

A = A11 A12 ; a  _1 = ^11 ^12

A21 A22 T21 T22

Если размерность матрицы A n х  n, а размер
ность блока A11 m х  m , то размерности остальных
блоков имеют вид: A12 m х  (n -  m) ; A21 (n -  m) х  m ; 
A22 (n -  m) х (n -  m).

Для поиска блоков Ty запишем соотношение:

T11 T12 A11 A12 Im 0
T21 T22 A21 A22 0 I n-m

и, следовательно

T11 = A11 -  A12A22 A21; T11 = [A11 -  A12A22 A21] 
Аналогично

T22 A22 + T21A12 = I n-m;

A22 = T22 -  T22 T21A12 =T22 + A21A11 A12

T22 = A22 -  A21A11 A12; T22 = [A22 -  A21A11 A12]
Используя полученные соотношения, оконча
тельно получим:

T12 = -T 11A12 A22 = [A11 -  A12 A22 A21] A12 A22

T21 = -T 22 A21A11 = -[A22 -  A21A11 A12] A21A11
Таким образом, обратная матрица в блочном 

виде может быть записана как

A -1 = T11 T12

T21 T22
[A11 -  A12 A22 A21] 

-1

,-1
-[A 11 -  A12A22 A21] A12A22

[A22 A21A11A12 1A A-1 a 21a 11 [ A22 ' A21A11 A12]
(7)

С точностью до обозначений, аналогичным образом можно выразить блоки исходной матрицы че
рез блоки обратной матрицы:

A11 A12
ггут гут луг 1̂П "1 1 ггут гут T1 1̂П  1 1 Т7 1 
[T11 -  T12T22 T21] - [T11 -  T12T22 T21] T12T22A =

A21 A22 ггут гут гут 1̂П "1 1 ГГ Т 1 ггут гут ГТ~' 1̂П  Л 1 - [T22 -  T21T11 T12] T21T11 [T22 -  T21T11 T12]
(8 )
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МНОГОМЕРНОЕ НОРМАЛЬНОЕ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПОДМНОЖЕСТВА 

СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Для получения функции плотности распреде
ления (2) воспользуемся базовым соотношением х I exp 1

(2п)

[У -  Мл Х2

1
n\+ п2 1

2 (det Их Ў 

- М2]

х

1----------

1______ —
1 

1

__
__

__
1

—
1 

^
 

| 1—
 

1

(13)

dx2

f 4 ( х1) = I  f x (х )dx2

Представим функцию f x(х ) в виде

/ Чх2(Х1, Х2)
1

nt+n2 1
(2п) 2 (detИх)2

х

х exp 1 " х 1 - М1'
Т [Ихх11 Их 1 х12

-1
" х 1 - М1"

2 _ х 2 - М2 _ ИхL х21 Ихх22 J _ х 2 М2 _

(9) Учитывая, что Ти = Т^  и [Х1 -  м/ т^ х  -  М2] =
[х1 -  м1]Т21[х2 — М2]Т, запишем показатель экспо
ненты в подынтегральном выражении в виде (ко

эффициент — 1 пока не учитываем):

(9')
Q = [х1 М1] Т11[х1 М1] +

+ 2[х1 -  М1]ТТ12[х2 -  М2] + [х2 -  М2]ТТ22[х2 -  М2].

где Их =

[х1

Их Ихх11 х12
Их Их 

М1][х1 ■

■ М2] [ х1

■ М1] [х1

'М /  [х2

■ М1] [ х2 ■ 

' М2] [х2

М2]' ковари-
[х2 -  М2] [х1 -  М1] [х2 -  М2] [х2 -  М2] 

ационная матрица случайного вектора х размер
ности п х п .

Запишем Их 1 

тим, что Их = Их

1 -1 1£>Г£"ч 
1__

1 1
£"ч 

__
1

и Т12 = Т21 -

Заме-

Для определителя исходной и обратной мат
риц справедливо соотношение [7]:

det Их • det И"1 = 1 (10)

Кроме того, для определителя блочной матри-

цы Т11 Т12 
Т21 Т22

можно записать

det 'Тц Т12' = det
г у т  луг  луг  1 гут  

Т11 -  Т12Т22 Т21 0 "
Т21 Т22 _ _ Т21 Т22 _

= det(J ]1 -  Т12Т22 Т21) ' d e tT 22 (11)

det Их = — Ц т = ----------------Ц--------------  (12)
detИх det(T11 -  Т12Т22 Т21) ' detT22

Возвращаясь к вычислению интеграла (9) по
лучим:

Д ( х1) I  и,+и2 -х
(2п) 2 (detИх)2

х exp j - ^ y  -Мй х2 -М2]

1 -1 1

1 __
1

1 1

1 >dx1 =

Для вычисления интеграла (13) дополним выра

жение 2[х1 - м/ Т ц[х2-М2] + [х2 -М2]ТТ22[х2 -М2] до 
полной квадратичной формы. Для этого выпол
ним замену переменной

[х2 -  М2] = Т2-21/2у ; dx2 = ------ 1— гтг
2 2 2 (det Т22)1/2

Далее представим 2[х1 -  М1]ГТ12[х2 -  М2] как

2[х1 -  х2 -  М2] = 2[х1 -  м/  Т Т - -

Если положить г = [х1 -  М1] Т12Т22 ; z  =
= Т22 Т21[х1 -  м1] , то необходимо добавить и вы
честь слагаемое z T z  = [х1 -  М ^ТпТ- Т^ ^  -  м1].

Таким образом, квадратичная форма будет 
иметь вид:

Q = [х1 -  М1]ТТп[х1 -  М1] + 2zTy + у Ту  + z  z  -  

-  [х1 -  М1] Т12Т22 Т21[х1 -  М1] = [х1 -  М1] х 
х  [Т11 -  Т^Т^ТД  [х1 -  М1] + [у + z]Т [у + z].

Возвращаясь к вычислению интеграла (13), 
получим

^  ± ^ Т 22)1/2
(2п) 2 (det Их Г  227

х

х I  exp {-  1 {[х1 -  М1] [Т11 -  Т12Т22 Т21] х

х [х1 -  М1] + [у + z]Т [у + z] }}dy =
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_ [det(711 -  Tu T2-2lT21) • d e t r 22]1/2____1
n+n.

(2n) 2

X
(detT22)1/2

X exP |— —xl — —] — 1 — T 2T22 T2l\ [x1 — Ц  X 

X J exp | —— [y + z]T [y + z }d y  _

[det(7l! — T12T-21T21)]1/2

(2n)
n+n2

2
X

Xexp| — 2 [x1 — M1] —11 — T12T22 T21][x1 — M1]}X 

X J exp j —i[y  + —T [y + z_ dy

Ввиду того, что размерность вектора у  равна 
и2, получим:

J exp | — —У + z]T [У + z]_y _ (2п)2

Таким образом, окончательно имеем

1
/  (x ) _ [det(Tn — T12T2—21T21)]2 X 

(2л)1

X exp j — —x1 — m1] [T11 — —12T22 T21][x1 — m1]}

В соответствии с выражением (8), с точностью 
до обозначений можно записать

VxХ11 VxХ12 [T11 — T12T2Х г 1
ГГТГ ГТГ ГТГ 1̂  1 1̂  гтг 1

—[T11 — T12T22 T21] T12T22
VxХ21 VxХ22

ггтг гтг гтг 1̂  л 1̂  гтг 1 
—[T22 — T21T11 T12] T21T11 [T22 — T21T1—1T12]—1

т.е.

VXn _  [T11 — Tn Tx21T21]—11; T1 1 — Tut£ t1x _  V—1 (14) 

Согласно (10)

det(Tn — T12T2X )  _ detVx—1 _ — ^  (15)
11 det Vxx11

Учитывая выражения (14) и (15), окончательно 
получим

Л ( x1) _ — П11------- exp |—2 [x1— x }
(2n)2detVX11 (16)

Для полноты картины получим функцию плот
ности условного нормального распределения

Л|*2( Х1\Х2 )
fx!x2(x1, Х2 )

fx2( Х2)
Подставляя формулы (9') и (16) в данное выра

жение, получим:

1

/ х\х2( Х11Х2 )

1̂ + ̂2
_ (2n ) ~ ( d e t  Vx)2

~exP j — ̂ [Х1 — m  Х2 — m2]

1 1 1s1

1__
1 1

1 3

1
Hi
\2\(2n )2[det Гх22]2

"YexP j -  m2]TVx—21[x2 — m22

1 =

11__ 1 1f'-H 

1__

1

__
1 1

f'-H

__
1

, перепишем данное соотношение какИспользуя обозначения Vx 1 =

^ ------- r expj— 2{[Х1 — m1]TTn[x1 — №1] + 2[x1 — m1]TT12[x2 — m2] + Х  — m2]TT22[x2 — m2]}

/Х1\Х2( x1|x2)

И!+И2
(2n)“ (det Vx )2

--------7 exp { - 2 {[x2 -  m2]TVx—1[x2 — m22]}}
(2n )2[det V J 2
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Учитывая, что T22 = V—2 + T21T1l11T12 и выполняя 
деление, будем иметь

/ Ч|*2( Х1ІХ2)

1

(detVxJ 2 
n 1

(2n)2(det Vx )2

X exp{ -1{[x , -  т 1]Т?п[[х1 -  m1]] + ^  -  mf  x

XT12[X2 -  m2] + [X2 -  т 2]ГГ21Г1- 1Г12[Х2 -  m2]}} .

TУчитывая, что T12 = T21 показатель экспоненты 
можно записать как

- 2 [Х -  m1 + T111T12(x2 -  m2)]T x

x Tn [X1 -  m1 + T1- 1T12(X2 -  m2)].

И, наконец, учитывая, что T1- 1T12 = -  Vx V-1, а 

T1-1 = VXu -  V^VX^V^i, окончательно получим:

- 2  [Х1 -  m1 -VxllV~l(X2  -  m2)]T x

x [VXl -  Vx12V-21Vx21]"1[x1 -  m1 -Vx11V-21(x2 -  m2)]. 

Так как

det Vx = det Vx22 det(Vxu -  VX2V x X ) ,  

то

f xl\x1( У ^ )  = ---- n-------- 1 x
(2n)2(det У)2

x exp{- {  -  ^1]T ̂  -  ^1]},

где

|І1 = E {x1|x2} = m1 + VxnVx121(x2 -  m2), 

У = var{x1|x2} = [Vxn -  V̂ V̂ X j .

ВЫВОДЫ
В работе предложен строгий вывод функции 

плотности многомерного нормального распреде
ления для подмножества случайных величин при 
условии, что исходное множество случайных ве
личин имеет многомерное нормальное распреде
ление. Вывод основан на преобразовании блоч
ных матриц и вычислении обратной блочной 
матрицы. Полученные формулы вычисления об
ратной матрицы, когда исходная матрица пред
ставлена в виде блоков, имеют самостоятельный 
интерес.
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Abstract—The multidimensional normal distribution of random  variables is one of the main distributions in 
solving a large number of statistical problems. It is well known that the jo in t marginal distribution of a subset 
of random  variables is also normal. In the literature, this fact is proved by finding the characteristic function 
for a given set of random  variables and then finding the characteristic function for the subset of random  vari
ables and comparing the characteristic functions. Using this approach, it is relatively easy to prove that the 
subset of random  variables belongs to the normal distribution. However, the density function of the multivar
iate normal distribution is not found explicitly, the vector of mathematical expectations and the covariance 
matrix of the distribution are not calculated. It would be interesting to obtain a rigorous proof that if the orig
inal set of random  variables has a multidimensional normal distribution, then the subset of random  variables 
of this set also has a multidimensional normal distribution with certain parameters. This work provides a rig
orous derivation of the multivariate normal distribution density function for the subset of random  variables. 
The vector of mathematical expectations and the covariance distribution matrix are calculated. The inference 
is based on block matrix operations. The presented formulas for calculating the inverse matrix, when the orig
inal matrix is presented in the form of blocks, are of independent interest.

Keywords: multidimensional normal distribution, block matrices, expectation and covariance matrix 
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