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Изучается нелинейное дифференциальное уравнение в частных производных (УЧП), применя-
емое для описания распространения высокодисперсных импульсов в оптических волокнах.
Учитывая гипотезу Абловица–Рамани–Сегура, рассмотрена редукция исходного УЧП к обык-
новенному дифференциальному уравнению (ОДУ). Используя переменные бегущей волны по-
лучено ОДУ. Отделяя мнимую часть полученного уравнения от действительной и приравнивая
их к нулю, построена система ОДУ. С помощью теста Пенлеве исследована интегрируемость
полученной системы. Показано, что рассматриваемая система ОДУ не проходит тест Пенлеве,
поскольку существует только один целый индекс Фукса. На третьем шаге теста Пенлеве найде-
ны условия совместности системы ОДУ, учитывая которые, получено одно обыкновенное диф-
ференциальное уравнение шестого порядка. Методом простейших уравнений построены точ-
ные решения этого ОДУ. Найденные решения выражаются через эллиптический синус и экспо-
ненциальную функцию, и соответственно имеют форму периодических и уединенных волн. С
помощью построенных решений ОДУ получены решения исходного УЧП при некоторых огра-
ничениях на параметры уравнения. Проиллюстрировано, что решения ОДУ представляют со-
бой огибающие для решений УЧП.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последние годы интенсивно изучаются не-
линейные дифференциальные уравнения для
описания оптических импульсов с высоким по-
рядком дисперсии. Используя различные мето-
ды поиска точных решений, исследователи на-
ходят солитонные решения для таких уравне-
ний [1–8]. Некоторые работы посвящены не
только построению решений уравнений, опи-
сывающих оптические импульсы, но и изуче-
нию их аналитических свойств с помощью те-
ста Пенлеве [9–14].

В данной работе рассмотрим уравнение пред-
ложенное в статье [15] для описания импульсов в
оптическом волокне

(1)

где  – комплекснозначная функция, опи-
сывающая профиль волны, , , , , , , , ,

,  – параметры уравнения (1),  – мнимая еди-
ница. Это уравнение содержит слагаемые с дис-
персией до шестого порядка, также имеются
степенные и нелокальные нелинейности.

Для изучения этого уравнения в частных
производных (УЧП) рассмотрим его редукцию
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к обыкновенному дифференциальному уравне-
нию (ОДУ). Поскольку, согласно гипотезе Аб-
ловица–Рамани–Сегура, задача Коши для
УЧП не решается методом обратной задачи
рассеяния, если существуют его редукции к
ОДУ, которые не проходят тест Пенлеве. По-
этому как возможную для уравнения (1) редук-
цию будем использовать переменные бегущей
волны в виде:

(2)

Подставляя  в виде (2), получаем урав-
нение, в котором можно разделить мнимую и
действительную части. Приравнивая их нулю,
получаем систему уравнений. В этой системе
функция  встречается только в виде своих
производных, поэтому введем обозначение

. Таким образом получаем систему
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний.

Уравнение для мнимой части:

(3)

Уравнение для действительной части:
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Целью данной работы является построение
точных решений нелинейного дифференциаль-
ного уравнения (1).

Статья состоит из трех разделов. В разделе 2
изучается интегрируемость уравнения (1), с по-
мощью проведения теста Пенлеве для системы
уравнений (3)–(4). В разделе 3 выполняется по-
строение точных решений уравнения (1), приме-
няя метод простейших уравнений.

2. ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМЫ 
УРАВНЕНИЙ (3)–(4) ПРИ ПОМОЩИ 

ТЕСТА ПЕНЛЕВЕ

Прохождение обыкновенным дифференци-
альным уравнением теста Пенлеве является не-
обходимым условием существования его обще-
го решения. Поэтому для проверки интегрируе-
мости системы уравнений (3)–(4) применим к
ней тест Пенлеве. Тест Пенлеве будем выпол-
нять по алгоритму Ковалевской [16–18], кото-
рый включает в себя три шага: поиск ведущих
членов системы уравнений и определение по-
рядков полюсов решений, нахождение индек-
сов Фукса, определение констант интегрирова-
ния в решениях уравнений. Проведем эти шаги
для системы (3)–(4).
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Шаг 1. Подставляем  и  в систему урав-
нений в следующем виде

(5)

и выбираем слагаемые, у которых получаются
наименьшими показатели степени , таким
образом находим ведущие члены. Составляя из
них уравнения получаем систему

(6)

Используя подстановки (5) и уравнения с ве-
дущими членами (6) находим значения порядков
полюсов решений и постоянных  и 

(7)

(8)

 является корнем следующего уравнения

(9)
Полученные значения  и  целые, поэтому вы-
полним следующий шаг.

Шаг 2. Для поиски индексов Фукса использу-
ем следующие выражения

(10)

Далее подставляем (10) в (6) и собираем коэффи-
циенты при  и . Из выражений при первых сте-
пенях  и  составляем матрицу. Приравнивая
нулю определитель этой матрицы получаем сле-
дующее уравнение для определения индексов
Фукса

(11)

Таким образом получаем один целый индекс
Фукса , остальные индексы Фукса зависят
от параметров уравнения. При  и  полу-
чается два целых индекса Фукса  и .
Других значений параметров уравнения, при ко-
торых получаются целые индексы Фукса, не об-
наружено.

Система уравнений (3)–(4) не проходит тест
Пенлеве, так как существует только один целый
индекс Фукса. Следовательно исходное уравне-
ние в частных производных (1) не интегрируемо.
Однако выполним третий шаг теста Пенлеве, по-
скольку он часто подсказывает условия совмест-
ности для исследуемых систем.

Шаг 3. Для выполнения третьего шага исполь-
зуем  и  в виде следующих разложений

(12)

Подставляя  и  в виде (12) в систему
уравнений (3)–(4). Приравнивая нулю выраже-
ния при различных степенях , последовательно
выражаем коэффициенты разложений (12)  и

. Полученные выражения имеют громоздкий
вид. Было замечено, что все  при нечетном 
равны нулю, а все  при четных , кроме ,
можно положить равными нулю, выбрав специ-
альным образом параметры  и :
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этом уравнение (3) тожественно выполняется и
остается только уравнение (4), принимающее вид
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Это обыкновенное дифференциальное уравне-
ние, так же, как и исходная система, не проходит
тест Пенлеве и, следовательно, не имеет решения
с шестью произвольными постоянными. Однако
можно найти решение с меньшим числом произ-
вольных постоянных.

Следующий раздел посвящен поиску точных
решений уравнения (14).

3. ПОСТРОЕНИЕ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ 
УРАВНЕНИЯ (14)

Для поиска решения уравнения (14) применим
метод простейших уравнений [19, 20]. В качестве
простейшего используем уравнение для эллипти-
ческой функции Якоби

(15)

Решение этого уравнения можно выразить
через одну из эллиптических функций Якоби.
Если рассмотреть алгебраическое уравнение:

 и предположить, что , , ,
 его корни, то принимая во внимание инвари-

антность этого уравнения относительно замены
, получаем, что , . Таким

образом можно переписать уравнение (15) в сле-
дующем виде

(16)

Из (16) можно увидеть, что решение уравнения (15)
выражается через эллиптический синус следую-
щим образом

(17)

Поскольку порядки полюсов решений уравне-
ний (14) и (15) совпадают, то согласно методу
простейших уравнений ищем решение уравне-
ния (14) в виде
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где  – это решение уравнения (15),  – неиз-
вестная постоянная.

Дифференцируя уравнение (15) по , получаем
выражения для производных функции 
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Так как решение уравнения (14) ищем в виде (18),
то используя (19), можем найти выражения для
производных функции . В уравнение (14)
встречаются только четные производные, поэто-
му для следующих расчетов не понадобятся про-
изводные нечетного порядка. Выражения для
производных функции  имеют вид

(20)

Подставляя выражения (18) и (20) в дифференци-
альное уравнение (14), получаем алгебраическое
уравнение следующего вида

(21)
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дим ограничения на некоторые параметры. Полу-
чаем, что  является корнем уравнения
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(23)

(24)

(25)

При выполнении условий (22)–(25) получаем
решение уравнения (14) в виде (18), которое мож-
но записать следующим образом

(26)

где  – произвольная постоянная, параметры ,
, ,  вычисляются по соотношениям (22)–(25).

Так же получим решение уравнения (14) в виде
уединенной волны. Для этого выберем параметр 
равным нулю в уравнение (15). Подставляем (18)
и (20) в уравнение (14), учитывая . При этом
относительно  получаем равный нулю поли-
ном. Приравнивая его коэффициенты нулю, на-
ходим ограничения на параметры , , , . Та-
ким образом, для  и  получаем условия (22) и
(23), а для  и  находим следующие выражения:

(27)

(28)

При  решение уравнения (14) принимает
вид

(29)

где  – произвольная постоянная, параметры ,
, ,  должны удовлетворять условиям (22), (23),

(27), (28).
Принимая во внимание (2), (26), (29), для

уравнения (1) получаем следующие решения

(30)

(31)

Эти функции являются решениями уравнения (1)
при условиях (13).

Построим полученные решения при некото-
рых заданных значениях параметров. Решения
(26) и (30) при параметрах , , ,

, , , , , , ,
,  изображены на рис. 1. Решения (29)

и (31) при параметрах , , , ,
, , , , , ,

 построены на рис. 2. На рис. 1 и 2 видно, что
функция  является огибающей для действи-
тельной части функции .

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрено дифференциальное уравнение

шестого порядка со степенными и нелокальными
нелинейностями, используемое для описания оп-
тических импульсов с высоким порядком диспер-
сии.

Используя переменные бегущей волны по-
строена система ОДУ. Проводя тест Пенлеве для
полученной системы ОДУ, показана неинтегри-
руемость изучаемого УЧП.

Выполняя третий шаг теста Пенлеве, найдены
условия на параметры уравнения, при которых
система становится совместной. Принимая во
внимание эти ограничения получено одно ОДУ
шестого порядка.

Применяя метод простейших уравнений, по-
строены точные решения для полученного ОДУ.
Используя эти решения, найдены точные реше-
ния исходного УЧП.
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Abstract—A nonlinear partial differential equation describing the propagation of highly dispersed pulses in
optical fibers is studied. Taking into account the Ablowitz–Ramani–Segur hypothesis, the reduction of the
original partial differential equation to an ordinary differential equation is considered. Using the traveling
wave variables, the ordinary differential equation is obtained in which the imaginary and real parts are sepa-
rated from each other. Equating them to zero gives a system of ordinary differential equations. The integra-
bility of this system is investigated using the Painlevé test. It is shown that the system of ordinary differential
equations does not pass the Painlevé test, since there is only one integer Fuchs index. At the third step of the
Painlevé test, the conditions for the compatibility of the system are found. Taking into account these condi-
tions, the sixth-order ordinary differential equation is obtained. Exact solutions for the ordinary differential
equation are constructed using the simplest equation method. The constructed solutions are expressed in
terms of elliptic sine and exponential functions, and have the form of periodic and solitary waves, respectively.
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Using the constructed solutions of the ordinary differential equation, the solutions of the original partial dif-
ferential equation are obtained with some restrictions on the equation parameters. It is illustrated that the
solutions of the ordinary differential equation represent envelopes for the solutions of the partial differential
equation.

Keywords: nonlinear differential equation, exact solution, Painlevé test, optical pulses
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