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В настоящее время в текстурном анализе активно применяются методы электронной микроскопии
для исследования свойств и характеристик поликристаллических материалов. Для восстановления
функции распределения зерен по ориентациям (ФРО) из полюсных фигур (ПФ), полученных экс-
периментально, используются методы аппроксимации нормальных распределений (НР) на SO(3).
Одним из таких методов является специализированный метод Монте-Карло. Алгоритм моделиро-
вания задается следующими величинами: параметрами данного распределения (координаты центра
и 6 параметров аналога ковариационной матрицы), количеством  сверток бесконечно малых вра-
щений, удовлетворяющих центральной предельной теореме (ЦПТ) на группе вращений трехмерно-
го евклидова пространства SO(3) и объемом выборки  из полученных приближений. Результат
вычислений получается в виде матрицы вращений, из которой можно однозначно найти углы Эй-
лера. В данной работе исследуется точность приближений класса последовательностей, для кото-
рых справедлива центральная предельная теорема (ЦПТ-последовательностей), в смысле слабой
сходимости на группе вращений SO(3) для центрального нормального распределения (ЦНР) в за-
висимости от параметра остроты  (аналога дисперсии). Была получена аналитическая оценка точ-
ности приближений метода ЦПТ-последовательностей в зависимости от параметра остроты в
смысле слабой сходимости.
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ВВЕДЕНИЕ
В классической теории вероятностей и мате-

матической статистике широко применяются
нормальные распределения (НР). Распростране-
ние этих распределений связано с их многочис-
ленными полезными свойствами, в частности, с
тем, что при некоторых условиях НР хорошо опи-
сывают поведение суммы большого числа слу-
чайных величин. Этот важный факт в теории ве-
роятностей называется центральной предельной
теоремой (ЦПТ).

Известно, что определение НР и большинство
их свойств могут быть обобщены на объекты более
сложной природы. В данной работе исследуются
НР на группе вращений трехмерного евклидова
пространства SO(3). Основной областью примене-
ния НР на SO(3) на сегодняшний день является
количественный текстурный анализ (КТА) [1], ко-
торый необходим для выявления распределений
кристаллографических ориентировок в поликри-

сталлических материалах, для изучения микро- и
макротекстур. Также, моделирование НР на
SO(3) используется для вычисления функции
распределения ориентаций и полюсных фигур,
для оценки статистических характеристик тек-
стуры в связи с развитием возможностей совре-
менной электронной микроскопии.

В работе [2] разработан специализированный
метод Монте-Карло моделирования нормального
распределения (НР) на группе вращений SO(3),
удовлетворяющего центральной предельной тео-
реме (ЦПТ). Алгоритм моделирования задается
следующими величинами: параметрами данного
распределения (в общем случае их 9, это коорди-
наты “центра”  и 6 параметров аналога ковари-
ационной матрицы 3 × 3), количеством  сверток
бесконечно малых вращений, удовлетворяющих
ЦПТ на SO(3), N объемом выборки из получен-
ных приближений.
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На вычисление одного вращения, являющего-
ся приближением к НР с заданными параметра-
ми, используется  равномерно распределенных
чисел из отрезка [0, 1], независимых между собой.
Результат вычислений получается в виде матрицы
вращений, из которой могут быть однозначно
определены углы Эйлера трех поворотов.

В [3–5] проводятся численные эксперименты
по исследованию свойств данного метода Монте-
Карло от различных параметров НР на SO(3) и да-
ются некоторые примеры его применения в тек-
стурном анализе. В [4] получена зависимость ско-
рости сходимости последовательности прибли-

жений от количества сверток как .

В текстурном анализе существуют различные
подходы к определению НР на группе SO(3) (на-
пример, [6, 7]). Дается сравнение НР по свой-
ствам и численным результатам, при этом из НР,
рассматриваемых в [2], берется центральное НР,
зависящее от одного параметра (кроме центра)
вместо шести.

Известно ([8], с. 59), что скорость сходимости
последовательностей в  относительно количества
слагаемых n (аналога сверток на SO(3)) равна

, где константа, определяющая порядок, за-

висит от параметров НР.
Точность метода Монте-Карло относительно

объема выборки имеет вид  и не зависит от
размерности случайных величин [9].

В последние десятилетия в текстурном анализе
широко применяются методы электронной микро-
скопии для изучения микротекстуры и макротек-
стуры поликристаллических материалов [10, 11].
При этом измеряются ориентации 104–108 зерен,
которые подвергаются статистической обработке
и вычислению различных характеристик матери-
ала (упругие свойства, пластичность и т.д.). Для
изучения погрешностей измерений ориентаций
отдельных зерен и дальнейшего вычисления ко-
личественных характеристик необходимо ис-
пользование метода Монте-Карло для моделиро-
вания вращений на группе SO(3) [10, 11].

Оценки точности нормальной аппроксимации
(скорости сходимости в ЦПТ) для распределений
сумм случайных величин играют важную роль во
многих прикладных задачах. Такие оценки помо-
гают осознанно принимать решения об адекват-
ности или неадекватности нормальной модели
для наблюдаемых статистических закономерно-
стей. В настоящее время исследуются ситуации, в
которых доступна лишь минимальная информа-
ция о существовании моментов второго порядка у
слагаемых [12, 13] и моментов более высоких по-
рядков [14, 15].
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Для оценки точности нормальной аппрокси-
мации распределений сумм независимых случай-
ных величин также часто используется неравен-
ство Берри–Эссеена ([8]):

где A – абсолютная положительная постоянная.
Стоит отметить, что оно справедливо для любого
конечного числа слагаемых.

В работе [16] рассматривается точность ап-
проксимации центрального нормального распре-
деления на SO(3) в зависимости от количества
сверток.

В настоящей работе исследуется точность при-
ближений в смысле слабой сходимости ЦПТ-по-
следовательностей на группе вращений SO(3) в за-
висимости от параметра остроты  (аналога дис-
персии).

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ. 
СТАТИСТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
НА ГРУППЕ SO(3)

Обозначим через    ,
углы Эйлера вращения из группы SO(3),  –
представление группы SO(3),

инфинитезимальные операторы представления
,  – система однопараметрических под-

групп SO(3),  – неотрицательно определенная
матрица третьего порядка,  – действительные
числа, . Вероятностная мера  назы-
вается идемпотентной, если , где  обо-
значает свертку распределения.

Распределение вероятностей  на группе
SO(3) называется нормальным [2–4], если 
безгранично делимо, не является идемпотентной
мерой и может быть представлено в виде

(1)

Обозначается НР μ в виде

В общем случае НР определяется девятью па-
раметрами: шестью параметрами  (аналога дис-
персии) и тремя , которые характеризуют поло-
жение “центра”, . Если  предста-

∈
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вить в виде ряда Фурье по элементам матричных
представлений группы вращений

(2)

то коэффициенты разложения  однозначно
определяются из уравнения (1).

Если   , то получим
центральное нормальное распределение [4], ко-
торое вычисляется из (1):

(3)

где

Остальные НР находятся из уравнения (1) чис-
ленно.

Следуя [2], для построения алгоритма вычис-
ления НР введем параметры группы SO(3). Будем
рассматривать вращения в виде

где

Касательные матрицы к ним обозначим , i = 1,

2, 3, где ,  – единичная матрица.

Определим систему матриц

Алгоритм моделирования методом Монте-Кар-
ло ЦНР на группе SO(3) имеет вид [4]:

(4)

где  – независимые реализации случайной вели-
чины, равномерно распределенной на отрезке [0, 1].
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Результат моделирования по формуле (4)
получается в виде матрицы вращения, из кото-
рой однозначно могут быть определены углы
Эйлера.

В выражении (4) на получение одного вра-
щения ξ, являющегося приближением к НР, ис-
пользуется  случайных чисел, равномерно рас-
пределенных на [0, 1]. Проделав вычисления по
формуле (4)  раз, получим  случайных враще-
ний. Получаемое приближение к НР μ(g) =
=  обозначим 

Известно, что в евклидовом пространстве 
точность нормальной аппроксимации распреде-
лений сумм независимых случайных величин

есть  ([8, с. 59]). Скорость сходимости мето-

да Монте-Карло относительно объема выборки

 ([9]).

Для НР на SO(3) в [2] доказано, что точность
приближений в смысле слабой сходимости

где  – произвольная огра-

ниченная суммируемая по обобщенным сфери-
ческим функциям  на SO(3) функция, где

 – коэффициент, отличный от коэффициента
 в (2).

Рассмотрим  – НР на  с
параметрами   

где  – числовая матрица поряд-
ка   .

Аналогично разложим в ряд Фурье свертку

где для приближения к НР могут быть вычислены

коэффициенты  блочным образом
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В [4, с. 75] доказана справедливость асимпто-
тического разложения

(5)

где 

 – преобразованные инфинитези-

мальные операторы,  – представление группы

SO(3),  – матрицы инфинитези-

мальных операторов представлений .
Таким образом, скорость сходимости ЦПТ-

последовательности в методе Монте-Карло отно-
сительно количества сверток в алгоритме (4) рав-

на .

Оценка погрешности относительно параметра 
остроты в смысле слабой сходимости

Для ЦНР оценка скорости сходимости  (5)
имеет вид [18]:

(6)

В формуле (6) элементы матрицы Dl вычисля-
ются следующим образом:

(7)

Для матрицы Dl находился спектр собствен-

ных значений , и для каждого  вы-
бирались минимальное и максимальное значе-
ния, т.е.  и .

Так, для l = 1 и l = 2 имеем:
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• 

Для остальных l вычисления проводились анало-
гичным образом. В таблице 1 представлены получен-
ные значения  и  для  Наблю-
дается увеличение модулей  и  с ростом l.

Находилась зависимость  и  от l в виде
, где  – некоторое число.

По формулам  для  и 

для  были найдены значения числа  для каждо-
го , которые представлены в табл. 2, 3.

В качестве  бралось последнее значение лога-
рифма, которое соответствует значению при .
В результате получаем соотношения

Аналитически получена оценка погрешности
 (6) в зависимости от параметра остроты ε. Для

точности приближений в смысле слабой сходимо-
сти справедливо асимптотическое разложение (5),
где , матрица Dl определяется из (6).

Для собственных значений матрицы Dl введем
обозначения
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где Cl – ортогональная матрица из собственных
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Таблица 1. Значения минимального и максимального
СЗ относительно l

–0.4 –0.4

–4.8 –3.6
–18 –9.6
–64 –43.6

–137.7 –81.6
–278.4 –166.5
–486.9 –289.6
–854.4 –456.8

–1333.2 –709.4
–2029.4 –1036.2

λmin λmax

= 1l
= 2l
= 3l
= 4l
= 5l

= 6l
= 7l
= 8l
= 9l

= 10l
� � �

= 99l − . × 71 9215 10 − . × 66 7887 10
= 100l − . × 72 0003 10 − . × 67 0632 10

Таблица 2. Значения  для 

–0.4 –
–4.8 3.5850
–18 3.4650
–64 3.6610

–137.7 3.6294

–278.4 3.6530

–486.9 3.6509
–854.4 3.6869

–1333.2 3.6918
–2029.4 3.7053

3.8492

3.8495

β λmin

λmin
λ
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(1)log min

min

l
l

= 1l
= 2l
= 3l
= 4l
= 5l

= 6l
= 7l
= 8l
= 9l

= 10l
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= 99l − . × 71 9215 10
= 100l − . × 72 0003 10
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По данной формуле без учета константы для
найденных  имеем следующие значения (табл. 4):

Были получены уточнения оценки для различ-
ных групп остроты: , ,  < 0.1,

β

ε ≥ 1 . ≤ ε <0 1 1 . ≤ ε0 05

, , где l ограничивается по
формуле ([19], с. 78)

Для каждого диапазона параметра остроты 
находилось свое значение , для которого вы-

считывались коэффициенты  и

, и с помощью формулы (10) гра-

фически представлены оценки Δn для каждой
группы ε.

На рис. 1–3 графики зависимости погрешно-
сти Δn от параметры остроты ε монотонно убыва-
ют. До значения ε = 1 график, соответствующий

, расположен выше графика для . Однако,
в точке  ε = 1 кривые пересекаются (рис. 2)
и меняют свое расположение относительно друг
друга (рис. 3). Также, из расчетов видно, что при
уменьшении  увеличиваются значения ,
βmax.

Найдена зависимость  от  (рис. 4). Графики
представляют собой ломаные. Наблюдается нисхо-
дящий тренд. График, соответствующий , рас-
положен выше, чем график, соответствующий .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для оценки скорости слабой сходимости мето-
да ЦПТ-последовательностей при моделирова-
нии ориентаций в зависимости от параметра

. ≤ ε < .0 03 0 05 ε < .0 03

−

− δ≈ ,
ε

δ = − .3

ln

10 погрешность вычисления

maxl

ε
maxl

λβ = λ
( )log
(1)
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min l

min

l

λβ = λ
( )log
(1)

max
max l

max

l

λmin maxa
Δ = ,1n

ε ,βmax minl

β ε

βmin

βmax

Таблица 3. Значения  для 

–0.4 –
–3.6 3.1699
–9.6 2.8928

–43.6 3.3841
–81.6 3.3043

–166.5 3.3661

–289.6 3.3839
–456.8 3.3858
–709.4 3.4046

–1036.2 3.4134

3.6228

3.6235

β λmax

λmax
λ
λ

( )
(1)log max

max

l
l

= 1l
= 2l
= 3l
= 4l
= 5l

= 6l
= 7l
= 8l
= 9l
= 10l
� � �

= 99l − . × 66 7887 10
= 100l − . × 67 0632 10

Таблица 4. Значения погрешности  относительно
параметра остроты 

1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32

1 3.60 12.99 46.80 168.66 607.82

1 3.02 9.49 29.25 90.13 277.72

Δn
ε

ε

Δ λ( )n l

Δ λ( )n l

Рис. 1. Зависимость  для  от 0.1 до 1.
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остроты  в среднем получена оценка спектра
матриц :

где  и  при 

Построены графические зависимости  и 
от параметра остроты . Получена аналитическая
оценка точности приближений метода ЦПТ-по-
следовательностей от параметра остроты:

Найденная зависимость была исследована на
различных участках параметра  для монокри-
сталлов ( ), поликристаллов ( ,

ε
βλ =∼ ( )l

lD O l

λ β = . λ β = . ,∼ ∼3 8495 и 3 6235min max

λβ = λ
( )log
(1)

min
l

min

l λβ = λ
( )log
(1)

max
l

max

l = .100l

βmin βmax
ε

−βΔ = ε .2
n C

ε
ε < .0 03 . ≤ ε <0 1 1

, ) и порошка (ε ≥ 1) и
для каждой группы получены уточнения для па-
раметров . Моделирование НР на
SO(3) используется для вычисления функции
распределения ориентаций и полюсных фигур
для оценки статистических характеристик тек-
стуры в связи с развитием возможностей совре-
менной электронной микроскопии ([10, 11, 20, 21]).
Ошибки измерений ориентировок зерен поли-
кристаллов оцениваются 10–50 [11]. Учитывая
другие аспекты эксперимента, вносящие погреш-
ности в измерения (зависимость ориентаций, неин-
дексируемые ориентировки, трудности определе-
ния границ зерен и т.д.), полагаем, что вычисление
НР с рассмотренной точностью аппроксимации
вполне удовлетворяет достигнутому уровню по-
грешности исходных данных.
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Abstract—The electron microscopy method is actively applied in texture analysis to study the properties and
characteristics of polycrystalline materials. To reconstruct the orientation distribution function from the ex-
perimentally obtained pole figures, methods of approximation of the normal distributions on SO(3) are used.
One of  these methods is the specialized Monte Carlo method. The modeling algorithm is specified by the
following values: parameters of a given distribution (coordinates of the center and 6 parameters of an ana-
logue of the covariance matrix), the number of n convolutions of infinitesimal rotations satisfying the central
limit theorem (CLT) on the rotation group of the three-dimensional Euclidean space SO(3) and the sample
size N from the obtained approximations. The result of the calculations is obtained in the form of rotation
matrices, from which the Euler angles can be uniquely determined. The accuracy of approximations of the
class of sequences for which the central limit theorem is valid (CLT sequences) has been studied on the three-
dimensional rotation group SO(3) depending on the parameters. The dependence of the central normal dis-
tribution on the sharpness parameter ε (analogue of the standard deviation) has been studied. Orientations
for the central normal distribution have been simulated by the specialized Monte Carlo method. An analytical
estimate has been obtained of the accuracy of the approximations of the method of CLT sequences depending
on the sharpness parameter in the sense of weak convergence.

Keywords: rotation group SO(3), central limit theorem, normal distribution, Monte Carlo method
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