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Теория решения ультрагиперболических дифференциальных уравнений (УГДУ) мало разработана,
так как считается, что задачи, связанные с их решением, на практике не встречаются. Однако обна-
ружено, что в количественном текстурном анализе измеряемые экспериментально рентгеновским
или нейтронным методами полюсные фигуры (ПФ), зависящие от выбора кристаллографического
направления в , удовлетворяют ультрагиперболическому уравнению 2 × 2. Решения УГДУ сочетают
в себе свойства как гиперболических, так и эллиптических уравнений. Непосредственное примене-
ние решений УГДУ к описанию полюсных фигур содержит дополнительную сложность, состоящую в
том, что ПФ есть сумма решений двух уравнений, зависящих от различных независимых переменных.
Это связано с особым подходом к кристаллографическим направлениям в рентгеновском экспери-
менте. В настоящей работе аналитически и численно исследуется класс решений ультрагиперболиче-
ских уравнений 2 × 2, вычисляются некоторые ПФ для них. Найденные решения могут быть ис-
пользованы в качестве модельных функций для вычисления экспериментальных ПФ в количе-
ственном текстурном анализе.
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ВВЕДЕНИЕ
Теория решения ультрагиперболических диф-

ференциальных уравнений (УГДУ) мало разрабо-
тана, так как считается, что задачи, связанные с
их решением, на практике не встречаются [1, 2].
Однако в [3] показано, что в количественном тек-
стурном анализе измеряемые экспериментально
рентгеновским или нейтронным методами полюс-
ные фигуры (ПФ), зависящие от выбора кристалло-
графического направления в , удовлетворяют
ультрагиперболическому уравнению 2 × 2.

В работах [4–7] проведены некоторые иссле-
дования, связанные с отысканием областей зави-
симостей ПФ, отвечающих различным кристал-
лографическим направлениям, изучением их ха-
рактеристик и решением одной задачи Коши.

Решения ультрагиперболических дифферен-
циальных уравнений сочетают в себе свойства
как гиперболических, так и эллиптических урав-
нений ([1], с. 738–753, [2, 7]).

Применение решений УГДУ к описанию по-
люсных фигур содержит дополнительную слож-

ность, состоящую в том, что ПФ есть сумма реше-
ний двух уравнений. Эти уравнения зависят от
различных независимых переменных. Это связа-
но с тем, что в эксперименте не различают кри-
сталлографические направления  и  [3].

В настоящей работе аналитически и численно
исследуется класс решений ультрагиперболиче-
ских уравнений 2 × 2, вычисляются некоторые
ПФ для них. Найденные решения могут быть ис-
пользованы в качестве модельных функций для
вычисления экспериментальных ПФ в количе-
ственном текстурном анализе.

Для описания полюсных фигур удобно исполь-
зовать “стандартные” функции, имеющие простое
аналитическое выражение. Обычно в текстурном
анализе ПФ записывают в виду ряда Фурье по сфе-
рическим функциям. Коэффициенты разложения
ряда из экспериментально полученных ПФ. Удоб-
нее представлять ПФ через “стандартные” функ-
ции, параметры которых определяются также из
эксперимента. Таких “стандартных” функций в
настоящее время известно немного [8]. В данной
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работе предлагается новый класс функций, кото-
рые могут быть использованы в качестве “стан-
дартных”.

Полюсные фигуры дают представление о степе-
ни неоднородности текстуры поликристаллических
материалов. ПФ используются для вычисления
функции распределения ориентаций (ФРО). С по-
мощью ФРО вычисляются физические (тепловые,
упругие, электромагнитные) свойства, пластич-
ность материала, механические свойства и т.д. [9].

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Пусть  вектор  в  есть неко-
торое кристаллографическое направление. Введем
вектор  – единичный вектор,
принадлежащий двумерной сфере в .

Введем переменные

(1)

Полюсные фигуры могут быть записаны в виде [5]

(2)

где .

Функции  удовлетворяют ультрагиперболи-
ческому уравнению [3]

(3)

Общее решение уравнения (3) при 
  , может быть записано в виде

(4)

где  – функция Бесселя порядка .

КЛАСС РЕШЕНИЙ 
УЛЬТРАГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ 2 × 2

Воспользуемся известным значением интегра-
ла ([10], с. 732)

= , ,
�

1 2 3( )h h h h =
�

1h R
3

= , , ∈� 2
1 2 3( )y y y y S

R
3

±

±

 += , ϕ = ,



+ρ = , ψ = .

∓

∓

2 2
1 2 2

3 3 1

2 2
1 2 1

3 3 2

2 tg

2 tg

y y yr
y h y

h h h
y h h

+

−

= ,ρ,ϕ, ψ +
−

+ ,ρ,ϕ, ψ ,
+

�

�

3 3

3 3

1( ) ( )

1 ( )

ihP y F r
y h

F r
y h

± ± ±,ρ,ϕ, ψ = ,ρ ,ϕ,ψ( ) ( )F r F r
±F

( )  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = ρ + . ∂ ∂ ρ∂ρ ∂ρ∂ϕ ρ ∂ψ 

2 2

2 2 2 2
1 1 1 1F F F Fr
r r r r

≤ ,0 r
ρ < +∞, ≤ ϕ,0 ψ < π2

( )

+∞+∞

, =−∞

 
,ρ,ϕ, ψ = λ λ λρ λ λ × 

 
 

× ϕ + ψ ,

 
0

( ) ( ) ( ) ( )

exp ( )

mn n m
m n

F r A J r J d

i n m

( )nJ x , = , , ...0 1n n

(5)

где  – модифицированная функция Бесселя

мнимого аргумента, .
Тогда получаем из (4), что функции

(6)

являются решениями УГДУ (3).
Функции  имеют разложение ([10], с. 975)

(7)

При  справедлива асимптотика ([10],
с. 976)

(8)

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ РЕШЕНИЙ 
УЛЬТРАГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 2 × 2
Было исследовано семейство решений УГДУ

2 × 2, зависящее от параметров   (6).
Решение УГДУ 2 × 2 при параметре p = 0
Был зафиксирован параметр p = 0.
а) a = 1. На рис. 1 изображены графики функ-

ции (6) при  . При увеличении
 максимум функции уменьшается, что в конеч-

ном итоге приводит к разделению волны на две
при . Далее волны разбегаются.

б) . На рис. 2 изображены графики функ-
ции  при  . Максимум
уменьшается, однако, в отличие от п. а), ширина
волнового фронта увеличивается, что приводит к
разделению волны уже при .

в) . На рисунке 3 изображены графики

функции  при  .
Динамика совершенно противоположная, то

есть: максимум функции увеличивается; волна
сужается; разбиваются волны при меньших, по
сравнению со случаем a = 1, значениях параметра

   соответственно.

Решение УГДУ 2 × 2 при параметре p = 1
Пусть p = 1.
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В этом случае была рассмотрена функция (6) в
более общем виде:

то есть ее зависимость от четырех переменных.
Параметр  был зафиксирован , рас-

смотрены  . Полученный трехмер-
ный график рассматривался для , так как
для  происходит поворот графика на угол

 в плоскости .

ϕ+ψ= ,ρ ; ϕ, ψ ∈ , π ,( )
1 1( ) [0 2 ]iF u r e

ψ ψ =( 0)
,1Re( )F 1Im( )F

1Re( )F
1Im( )F

πϕ =
2

, ϕ( )r

Пусть a = 1. На рис. 4, 5 изображены проекции
 при значениях  на плоскость.

По координатным осям отложены 
.

При увеличении параметра  от ρ = 1 до ρ = 16
максимум функции уменьшается, в то время как
сама функция “расплывается”.

Решение УГДУ 2 × 2 при параметре p = 5

Пусть p = 5.

,ρ ϕ1( )cosu r ρ = ,1 16
= ϕ,cosx r

= ϕsiny r
ρ

Рис. 1. График решения УГДУ 2 × 2 при .
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�30 �20 �10 0 10 20 30
r

0

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

0.035
u

� = 0
� = 1
� = 2
� = 4
� = 8
� = 16

= 4a



256

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 10  № 3  2021

ФЕДОТОВ, САВЁЛОВА

Функция (6) в таком случае принимает вид:

Пусть a = 1. На рисунке 6 изображен график
 при значении . По координатным

осям отложены  .

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОЛЮСНЫХ ФИГУР

Рассмотрим ПФ, отвечающие  (5) при
p = 0

ϕ+ψ= ,ρ ; ϕ, ψ ∈ , π5 ( )
5 5( ) [0 2 ].iF u r e

5Re( )F ρ = 1
= ϕ,cosx r = ϕsiny r

,ρ0( )u r

(9)

Для  или  имеем .
Из выражений (1), (2), (9) вычисляем
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Рис. 3. График решения УГДУ 2 × 2 при .
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Для  или  находим

(11)

На рис. 7, 8 изображены ПФ для  и  соот-
ветственно при различных значениях парамет-
ра a.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Класс решений ультрагиперболических урав-
нений 2 × 2 был исследован аналитически и чис-
ленно, вычислены некоторые ПФ для них. Най-
денные решения могут быть использованы в ка-
честве модельных функций для вычисления
экспериментальных ПФ в количественном тек-
стурном анализе, т.е. были предложены новые
математические модели для описания полюсных
фигур. Модели разработаны с использованием
решений УГДУ специального вида. Описанные
предложенным методом полюсные фигуры были

Рис. 5. График решения УГДУ 2 × 2 при  .
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исследованы аналитически (с проверкой поведе-
ния их плотностей на асимптотиках) и численно.

Предложенные модели достаточно удобны для
применения в текстурном анализе при обработке
данных (полюсных фигур), полученных в результа-
те рентгеновского и нейтронного экспериментов, а
также дискретных данных, измеряемых методами
электронной микроскопии. Результаты являются
новыми в области количественного текстурного
анализа.
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Abstract—The theory of solving ultrahyperbolic differential equations is poorly developed, since it is believed
that the problems associated with their solution do not occur in practice. However, it was found that in quan-

Рис. 7. Графики плотности полюсной фигуры  при
.
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titative texture analysis, the pole figures measured experimentally by X-ray or neutron methods, depending
on the choice of the crystallographic direction in , satisfy the ultrahyperbolic equation 2 × 2. Solutions of
ultrahyperbolic differential equations combine the properties of both hyperbolic and elliptic equations.
The direct application of solutions of ultrahyperbolic differential equations to the description of pole figures
contains an additional complexity, which consists in the fact that a pole figure is the sum of solutions of two
equations that depend on different independent variables. This is due to a special approach to the crystallo-
graphic directions in the X-ray experiment. In this paper, we analytically and numerically investigate the class
of solutions of the ultrahyperbolic equations 2 × 2, and calculate some pole figures for them. The solutions
found can be used as model functions for calculating experimental pole figures in quantitative texture analysis.

Keywords: ultrahyperbolic differential equations, Bessel functions, pole figures
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