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Рассмотрено уравнение Лакшманана–Порсезиана–Дэниеля, используемое наряду с нелинейным
уравнением Шредингера для описания распространения импульса в оптическом волокне. Решение
данного дифференциального уравнения в частных производных искалось в виде монохроматиче-
ской волны с огибающей, являющейся функцией переменной бегущей волны. Путем подстановки
этого решения в уравнение Лакшманана–Порсезиана–Дэниеля дифференциальное уравнение в
частных производных приведено к переопределенной системе из двух однородных дифференциаль-
ных уравнений для огибающей монохроматической волны. Для переопределенной системы уравне-
ний представлен способ определения ее совместности, отличный от того, что использовался ранее
и заключался в определении совместности путем приравнивания к нулю коэффициентов одного из
уравнений. С учетом условий совместности из переопределенной системы уравнений, характеризу-
ющей огибающую монохроматической волны, найдены два решения с двумя и тремя произвольны-
ми константами, выраженные через эллиптические функции Якоби. Для обоих решений представ-
лены соответствующие ограничения на параметры монохроматической волны и групповую ско-
рость ее движения, при которых данные решения существуют. Показано, что для существования
решения с тремя произвольными константами требуются также два ограничения на коэффициенты
уравнения Лакшманана–Порсезиана–Дэниеля. Получено, что решения с двумя произвольными
константами при определенном значении одной из произвольных констант вырождается в решение
для плоской монохроматической волны с огибающей типа солитонной волны.
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на, периодическая волна
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1. ВВЕДЕНИЕ

Одним из популярных уравнений для описа-
ния распространения импульса в оптическом во-
локне является уравнение Лакшманана–Порсе-
зиана–Дэниеля [1–5]. В данной статье рассмат-
ривается уравнение Лакшманана–Порсезиана–
Дэниеля в виде, предложенном в работе [6]:

(1)

Следуя работе [6], будем искать решения (1),
используя переменные бегущей волны:

(2)

где .

Подстановка (2) в (1) приводит (1) к однород-
ному дифференциальному уравнению, для дей-
ствительной и мнимой части которого имеем

(3)

(4)

Система уравнений (3) и (4) является пере-
определенной и имеет решения только тогда, ко-
гда является совместной. Совместность системы
дифференциальных уравнений может быть полу-
чена несколькими способами. Так, в работе [6]
коэффициенты в уравнении (4) полагаются рав-
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ными нулю. Тогда уравнение (4) тождественно
выполняется при любом решении y(z) уравне-
ния (3), и система является совместной. В данной
работе будет показано, что система уравнений (3)
и (4) допускает также другое условие совместно-
сти, использование которого позволяет получить
другие точные решения уравнения (1).

2. УСЛОВИЕ СОВМЕСТНОСТИ
ДЛЯ СИСТЕМЫ (3), (4)

Введем в (3) и (4) обозначения:

(5)

Тогда систему (3), (4) можно записать в виде

(6)

(7)
Из (7), дифференцируя, получаем равенство

для :

(8)

Интегрируя (7), получаем равенство для :

(9)

Умножая уравнение на  и интегрируя (9) еще
раз, имеем

(10)

Поскольку выражение (10) получено интегри-
рованием выражения (7), решение (10) является
также решением (7), (9) и (8). Потребуем, чтобы
решение (10) также являлось решением (6), то
есть чтобы система (6) и (7) была совместна. Тогда
производные первого, второго и четвертого поряд-
ков, входящие в (6), должны удовлетворять выра-
жениям (8), (9) и (10). Подставив (8), (9) и (10) в (6),
получаем условие совместности системы:

откуда, при ,
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Будем использовать условия (11) для построе-
ния точных решений.

3. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ (1)
В предыдущем разделе были получены усло-

вия (11), при выполнении которых решение  ≠
≠ const уравнения (10) является решением систе-
мы (6), (7). В уравнении (10) присутствуют две
произвольные постоянные  и , полученные в
результате интегрирования уравнения (7). По-
скольку значение постоянной  влияет как на ре-
шение уравнения (10), так и на условия совмест-
ности (11), далее рассмотрим два отдельных слу-
чая: случай C1 = 0 и случай .

3.1. Случай C1 = 0 в уравнении (10)
При C1 = 0 из (11) и (12) получаем

(13)

(14)

(15)

Из (13) с учетом (5) находим значение :

(16)

где

Из (14) и (15) с учетом (5) находим значения 
и ω:

(17)

(18)

= − + + + ,

= + − ,

4 2 8 7 8 5 3 8 1 7

3 1 2 3 7

10 1
3 3

( 2 5 )

P p p p p p p p p p

P C p p p

= − + − + ,
= − .

2
2 3 2 7 2 1 8 8 4

1 1 1 8

2 4
( )

P p C p C p p p p
P C p p

( )y z

1C 2C

1C

≠1 0C

= + − + = ,2
5 6 2 7 7 3 7

1 2 1 0
3 3 6

P p p p p p p

= − + + + = ,4 2 8 7 8 5 3 8 1 7
10 1 0
3 3

P p p p p p p p p p

= − + − + = .2
2 3 2 7 2 1 8 8 42 4 0P p C p C p p p p

κ

κ + δ ± κ
κ = ,

κ + δ ± κ γ + α − λ∓

2

2

( * 96 *)

4 ( * 96 * 4( ))

a b

b b

κ = β + α + γ + λ.* 2 2

v

= − β − α − γ + λ κ +v
2 4[ 32 (3 )b

+ β + λ κ − β + α + γ κ +
+ κ − − β − α − γ + λ κ +

3 2 2

2

24 (3 2 ) 12 ( )

3 (4 ) ][ 4 (3 2 2 8 )

ab a

c b a b

−+ β + α + γ + λ ;13 ( )]a

κ − κ + + κ − + +ω = −
κ −

β − γ + λ κ − α + β−
κ −

v v
3 3 3 3 2

2

2

32 ( 2 ) [(4 ) 4 ]
4 (4 )

2 [4 ( ) ( )]
4

b b a b a a b
b b a

C b a
b a



262

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 10  № 3  2021

БАЙРАМУКОВ и др.

При C1 = 0 из (10) имеем:

(19)

Сделаем преобразование , тогда

(20)

где

(21)

и

Решение уравнения (20) имеет вид

(22)

где Y(z) – эллиптический косинус Якоби, являю-
щийся решением уравнения

(23)

Из (20) и (22) имеем:

откуда из сравнения с (23) получаем

Пусть , тогда

Решение уравнения (19) с учетом (5) и преобразо-

вания  имеет вид
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Из (2) получаем решение (1) при C1 = 0 и :

(25)

где  и  определены в соответствии с выраже-
ниями (21) через параметры исходного уравне-
ния (1) и произвольную константу , а парамет-
ры , ,  определяются через параметры ис-
ходного уравнения (1) в соответствии с
выражениями (16), (17), (18).

При C2 = 0 решение (24) вырождается в уеди-
ненную волну:

и решением (1) будет

(26)

где , ,  находятся через параметры исходного
уравнения (1) в соответствии с выражениями (16),
(17), (18).

3.2. Случай  в уравнении (10)

Пусть , тогда параметр  должен одно-
временно обращать в нуль коэффициенты  и .
Подставив (5) в (12), из  получаем

(27)

Решение (27) должно удовлетворять также урав-
нению . Подставив (27) в выражение для ,
получаем два варианта ограничений на коэффи-
циенты уравнения (1):

(28)

(29)

Аналогично, значение параметра  должно об-
ращать в нуль одновременно коэффициенты  и

. Система ,  совместна при условии
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(30)

С учетом условия (28) получаем следующие
значения  и :

при которых (4) тождественно равно нулю, и спо-
соб определения совместности системы (3), (4),
использованный в данной работе, неприменим.
Условие (28) рассматривается в работе [6]. В этой же
статье воспользуемся ограничениями (29) и (30).

Из  находим значение :

(31)

Из  получаем значение :

(32)

Значения параметров (27), (31) и (32) вместе с
условиями (29) и (30) обращают в нуль все коэф-
фициенты (12).

Пусть , , ,  – корни полинома  +

+ p8y2 + 2C1y + 2C2. С учетом (27) и (31),  и 
равны

(33)

Обозначив

(34)

для , , ,  получаем

(35)

Тогда решение уравнения (10) при ограниче-
ниях (29) и (30) можно выразить через эллиптиче-
ский синус Якоби [7]:

и решением (1) будет

(36)

где , , ,  определяются в соответствии
с (35), (34) и (33) через параметры исходного
уравнения (1) и произвольные константы  и .
Параметры ,  и  в (2) определяются в соответ-
ствии с (27), (31) и (32).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе представлен альтернативный к ис-

пользованному в работе [6] подход к нахождению
решений уравнения Лакшманана–Порсезиана–
Дэниеля в виде плоской монохроматической вол-
ны с огибающей, зависящей от переменной бегу-
щей волны. Показано, что такие решения суще-
ствуют при условии (11). С учетом этого условия
были найдены решения (25), (36) в виде плоской
монохроматической волны c огибающей в виде
периодической волны и условия их существова-
ния. Решение (25) при  вырождается в ре-
шение (26) в виде плоской монохроматической
волны с огибающей в виде уединенной волны.
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Abstract—The Lakshmanan–Porsezian–Daniel equation, which is used to describe pulse propagation
through optical fibers apart from the nonlinear Schrödiger equation, is considered. Assuming that the Laksh-
manan–Porsezian–Daniel equation holds a solution in the form of a monochromatic wave with an envelope
as a function of the travelling wave variable, this partial differential equation is reduced to the overdetermined
system of two ordinary differential equations for the envelope of the monochromatic wave. The method to
obtain consistency of the ordinary differential equation system, which is different from assuming that coeffi-
cients of one of the equations are zero, is presented. Using the consistency condition obtained, two periodic
solutions for the envelope of the monochromatic wave are derived from the ordinary differential equation sys-
tem. These solutions are expressed in terms of the Jacobi elliptic functions and contain two and three arbitrary
constants, respectively. The existence criteria for these solutions are presented. It is shown that one of the pre-
sented solutions degenerates to a soliton solution for a particular value of one of the arbitrary constants.
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