
ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”, 2021, том 10, № 5,
с. 385–389

385

ИНТЕНСИВНОСТЬ ИЗЛУЧЕНИЯ, ВОЗНИКАЮЩЕГО 
ПРИ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ РЕЛЯТИВИСТСКОГО ЭЛЕКТРОНА 

С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ ПОТЕНЦИАЛА 
МОНОКРИСТАЛЛА

© 2021 г.   Н. П. Калашников1,*, А. С. Ольчак1,**
1 Национальный исследовательский ядерный университет “МИФИ”, Москва, 115409, Россия

*e-mail: kalash@mephi.ru
**e-mail: asolchak@mephi.ru

Поступила в редакцию 04.11.2021 г.
После доработки 05.11.2021 г.

Принята к публикации 09.11.2021 г.

Предлагаемая статья продолжает серию публикаций авторов, в которых в квантово-классическом
приближении рассматриваются эффекты, возникающие при прохождении ультрарелятивистских
электронов через монокристаллические структуры. В предыдущей статье цикла рассматривалась
кинематика и спектральные характеристики электромагнитного излучения, возникающего при
взаимодействии быстрых электронов с периодическими неоднородностями кристаллической ре-
шетки, в том числе для случая, когда электроны захватываются в режим каналирования. В настоя-
щей статье предлагаются оценки сечения этого процесса и варианты расчета интенсивности возни-
кающего излучения, рассчитанные несколькими способами. Демонстрируется, что упрощенный
квантово-классический подход к расчету характеристик электромагнитных процессов в кристаллах
вполне адекватен физике процесса и дает возможность оценить их не только качественные, но и ко-
личественные характеристики.

Ключевые слова: когерентное взаимодействие, каналирование, монокристалл, электромагнитное
излучение, эффект Комптона, метод эквивалентных фотонов
DOI: 10.1134/S2304487X21050060

ВВЕДЕНИЕ
Известно, что при прохождении ультрареляти-

вистских электронов через монокристалличе-
скую структуру, возникает несколько разных ти-
пов электромагнитного излучения, порождаемых
разными причинами и имеющих разные интен-
сивности и спектральные характеристики [1–6].
Кроме обычного тормозного излучения [1], при-
сутствуют разнообразные ориентационные эф-
фекты, связанные с когерентным взаимодействи-
ем релятивистских электронов с атомами кри-
сталлических цепочек и плоскостей [2, 3], с
захватом электронов в состояния каналирования [3],
с переходами между этими состояниями [3–6]
и т.п. В частности, в предшествующих статьях ав-
торов [7, 8] рассматривалась кинематика и спек-
тральные характеристики электромагнитного из-
лучения, возникающего при взаимодействии
быстрых электронов с периодическими неодно-
родностями кристаллической решетки, в том числе
для случая, когда электроны движутся в режиме ка-
налирования. Настоящая статья продолжает это
рассмотрение. Предлагаются оценки сечения этого
процесса и варианты расчета интенсивности возни-

кающего излучения. Демонстрируется, что упро-
щенный квантово-классический подход к рас-
чету характеристик электромагнитных процессов
в кристаллах вполне адекватен физике процесса
и дает возможность оценить их не только каче-
ственные, но и количественные характеристики.

1. ОЦЕНКА ИНТЕНСИВНОСТИ 
ИЗЛУЧЕНИЯ, ВОЗНИКАЮЩЕГО 

ПРИ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ 
РЕЛЯТИВИСТСКОГО ЭЛЕКТРОНА 

С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ 
НЕОДНОРОДНОСТЯМИ ПОТЕНЦИАЛА 

КРИСТАЛЛА, МЕТОДОМ ЭКВИВАЛЕНТНЫХ 
ФОТОНОВ

Напомним суть рассматриваемого эффекта.
Релятивистский электрон движется вдоль кри-
сталлической цепочки атомов или под неболь-
шим углом к ней (в режиме осевого каналирова-
ния или в близком к этому режиму состоянии).
Потенциал периодической цепочки атомов, рас-
положенных вдоль оси OZ с периодом а, как лю-
бую периодическую функцию, можно предста-
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вить в виде суммы гармоник с периодами, обрат-
но кратными a (ряд Фурье):

(1)

Здесь индекс k пробегает весь ряд натуральных
чисел. Нулевая гармоника U0(ρ) ряда (1), как из-
вестно еще из пионерских работ Й. Линдхарда [9],
соответствует усредненному непрерывному вдоль
OZ осевому потенциалу. Эффект каналирования
традиционно описывается именно как связанное
движение в этом непрерывном вдоль оси потен-
циале. Гармониками (1) от первой и выше при
этом, как правило, пренебрегают, хотя их ампли-
тудные потенциалы Uk(ρ) вполне сопоставимы по
величине с усредненным [9], по крайней мере,
для первых гармоник U1(ρ), U2(ρ), что обеспечи-
вает соответствие ряда (1) потенциалу реальной
цепочки атомов, имеющему высокие узкие мак-
симумы вблизи ионов цепочки, расположенных с
периодом а.

В работе [8] взаимодействие электрона с це-
почкой ионов рассматривалось в т.н. сопутствую-
щей системе отсчета (ССО), движущейся вдоль
оси OZ со скоростью, равной продольной z-ком-
поненте скорости электрона. В ССО взаимодей-
ствие электрона с k-й потенциальной гармоникой
(1) можно описать, как взаимодействие совершаю-
щего относительно медленное нерелятивистское
поперечное движение электрона с плоскими
электромагнитными волнами, имеющими длины
λ = a/kγ. В лабораторной системе отсчета (ЛСО)
волны, соответствующие гармоникам потенциа-
ла (1), имеют длины волн λ = a/k. В ССО в знаме-
нателях выражений для длин волн гармоник за
счет эффекта Доплера появляется Лоренц-фак-
тор γ = E/mc2  1 (где E – релятивистская энергия
электрона, m – масса электрона, с – скорость све-
та в вакууме). На квантовом языке волнам-гармо-
никам (1) в ССО соответствуют потоки эквива-
лентных фотонов [1, 3] с энергиями

(2)
Типичные межатомные расстояния в кристал-

лах a составляют единицы Ангстрем. Соответ-
ственно, энергии эквивалентных фотонов (2) с
малыми k составляют единицы кэВ.

Интересующее нас излучение возникает имен-
но при взаимодействии быстрого электрона с пе-
риодическими неоднородностями потенциала –
то есть, с гармониками потенциала (1). Это излу-
чение можно рассматривать как результат эффек-
та обратного комптоновского рассеяния эквива-
лентных фотонов (2) на покоящемся (или мед-
ленно движущемся) в ССО электроне. Именно
так этот эффект рассматривался в [8], где было
показано, что энергии “обратно рассеянных” эк-
вивалентных фотонов (превращающихся при
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этом в реальные) в ЛСО будут превышать энер-
гии (2) еще в ∼2γ раз.

Дифференциальное сечение рассеяния фото-
нов с высокими энергиями на покоящемся элек-
троне задается известным результатом Клейна–
Нишины [1]:

(3)

где ν – частота фотона до рассеяния, ν' – частота
фотона после рассеяния; re = ke2/mc2 – Компто-
новский радиус электрона, причем k – константа
закона Кулона, равная 1 в Гауссовой физической
системе единиц.

Интересующие нас высокоэнергетические фо-
тоны, которые в ЛСО излучаются в направлении
“вперед”, в ССО соответствуют фотонам, рассе-
янным “назад”, т.е. под углами θ > 90°.

При h   mc2 (в ССО это будет именно так, ес-
ли электроны имеют энергию E ∼ 103mc2 и более
[8]) формула (3) упрощается, поскольку h /h  

 sin2θ  h /h ). Проинтегрировав (3) по углам
θ > 90° можно рассчитать полное релятивистское
инвариантное сечение рассеяния “назад”

(4)
В нашей задаче отношение частот “налетающе-

го” эквивалентного фотона и рассеянного назад
фотона реального составляет h /h  ∼ E/a(mc2)2 [8]
и сечение (4) принимает вид:

(5)
С помощью сечения (5) можно оценить интен-

сивность возникающего излучения. Гармоники
потенциала (1) в ЛСО эквивалентны гармониче-
ским электромагнитным волнам с амплитудами
напряженности электрического поля примерно
равными Ak ∼ U0/a для гармоник с небольшими k.
Электромагнитные волны с амплитудой Ak имеют
плотность энергии (в физической системе еди-
ниц, где постоянная закона Кулона k = 1, а также
ћ = c = 1) wk = /8π ~ /8πa2. Этой плотности
энергии можно поставить в соответствие плот-
ность числа эквивалентных фотонов, соответ-
ствующих k-м гармоникам потенциала (1)

(6)
Каждый электрон, пролетая кристалл, прохо-

дит сквозь потоки эквивалентных фотонов не-
скольких гармоник плотности (6). Вероятность
испустить фотон на длине пролета L максимальна
для первых гармоник и очевидно оценивается как

(7)
Численный фактор ∼10–2 возникает при под-

становках и перемножении численных констант.

( ) ( )σ ν ν ν= × + − θ
Ω ν ν ν

2
2 21 ' ' sin ,

2 '
K

e
d h h hr
d h h h

v @

v v ' @
@ @ v ' v

σ = π = πv v v v
2 2 2 2( / ' / ') ( )( /  ) .eh h r h h e mc

v v '

σ = π = π2 2 2 2 44 2( ( ) ) ( ) ./ /eE a mc r Ee a mc

2
kA 2

0U

π γ –2 2
0~ /2 ~ 10 / .k kn w a ћc k U ak

−σ 2 4 2 2 2 4
0~ ~ 10 / ( ) .k kР n L e U EL a mc



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 10  № 5  2021

ИНТЕНСИВНОСТЬ ИЗЛУЧЕНИЯ 387

Результат (7) можно интерпретировать так: веро-
ятность испустить фотон рассматриваемого типа
будет близка к единице при пролете электроном
кристалла толщиной L ∼ 102a2(mc2)4/e4 E. Взяв
типичные для многих кристаллов значения
U0/mc2 ∼ 10–2 [3, 6], amc/  ∼ 102, получаем числен-
ную оценку эффективной длины испускания фо-
тона L ∼ 10 cм для E/mc2 ∼ 103, что заметно боль-
ше, чем характерная длина испускания фотона
при спонтанных переходах между каналирован-
ными состояниями (∼1 см, [7]). Следует, однако,
отметить, что спектральные характеристики рас-
сматриваемого излучения [8] сильно отличаются
от характеристик излучения при спонтанных пе-
реходах между каналированными состояниями
[4–7], а найденная характерная длина излучения
L ∼ 102 a2(mc2)4/e4 E падает с ростом энергии
электрона.

2. ОЦЕНКА ИНТЕНСИВНОСТИ 
ИЗЛУЧЕНИЯ, ВОЗНИКАЮЩЕГО 

ПРИ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ 
РЕЛЯТИВИСТСКОГО ЭЛЕКТРОНА 

С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ 
НЕОДНОРОДНОСТЯМИ ПОТЕНЦИАЛА 

КРИСТАЛЛА, МЕТОДОМ КЛАССИЧЕСКОЙ 
ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

В классической электродинамике любая заря-
женная частица, испытывающая ускорение w, ис-
пускает электромагнитные волны с интенсивно-
стью, определяемой известной формулой Лармо-
ра (см., например, [10]):

(8)

Продольное ускорение w, которое испытывает
электрон, движущийся в электростатическом по-
тенциале (1), задается всеми ненулевыми гармо-
никами этого потенциала. Полагая, что главную
роль играет первая гармоника, это ускорение в
CCО составляет примерно

(9)

Усредненная по времени (или по z) полная ин-
тенсивность излучения составит в CCО:

(10)
Переходя в ЛСО, учитывая эффект Доплера и

деля интенсивность излучения на характерные
энергии испускаемых вперед фотонов, получаем
оценку вероятности излучения, совпадающую с
оценкой (7) с точностью до численного коэффи-
циента, который в обоих случаях оценивался
приблизительно по порядку величины. Отметим,
что упрощенные оценки, как выясняется, спо-
собны давать полезные и количественно адекват-
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ные результаты, независимо от направления упро-
щения – в классическую или в квантовую сторону.

3. ТОЧНЫЙ ПОДХОД К РАСЧЕТУ 
МАТРИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ ПРОЦЕССА 

ИСПУСКАНИЯ ФОТОНА ПРИ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИИ РЕЛЯТИВИСТСКОГО 

ЭЛЕКТРОНА С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ 
НЕОДНОРОДНОСТЯМИ ПОТЕНЦИАЛА 
КРИСТАЛЛА, МЕТОДАМИ КВАНТОВОЙ 

ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

Квантовая электродинамика (в рамках теории
возмущений) предлагает точный метод расчета
матричных элементов и сечений практически лю-
бых релятивистских электродинамических про-
цессов, в том числе и процесса испускания фотона
при взаимодействии релятивистского электрона с
периодическими неоднородностями потенциала
кристалла. Это так называемый метод диаграмм,
предложенный и разработанный Ричардом Фейн-
маном [1, 11]. Рассматриваемому в данной статье
процессу в методе Фейнмана соответствуют диа-
граммы, похожие на диаграммы комптоновского
рассеяния, но имеющие важные и усложняющие
вычисления отличия. Электронным линиям на
диаграммах рис. 1 (жирные сплошные линии со
стрелками) соответствуют не плоские волны, как
в процессах, происходящих в вакууме, а волновые
функции, являющиеся решениями квадрирован-
ного релятивистского уравнения Шредингера с
усредненным потенциалом системы ионных це-
почек, образующих кристалл (нулевая гармоника
потенциала (1)).

(11)

а вершине, помеченной литерой W, соответствует
взаимодействие с остальными (ненулевыми) гар-
мониками потенциала (1). Еще сложнее ситуация
с линией – пропагатором, соединяющей две вер-
шины диаграмм (рис. 1). Ей соответствует сложно
определяемая функция Грина уравнения (11).
Только штрихованные фотонные линии предста-
вимы в виде плоских волн, и то с определенной
натяжкой, учитывая, что входящей штрихован-
ной линии на диаграммах соответствует не реаль-
ный фотон, а “эквивалентный” (взаимодействие
с ненулевыми гармониками потенциала (1)). Все
прочие математические компоненты диаграмм
рис. 1 определяются сложно. Математическая
техника вычисления матричных элементов, соот-
ветствующих Фейнмановским диаграммам, по-
дробно описана, например, в [1, 12]. Несложно
убедиться, что сосчитать матричные элементы
процесса, соответствующего диаграммам рис. 1 с
учетом упомянутых усложнений, возможно толь-
ко численно. Попытка сделать это предпринима-
лась, например, в одной из ранних работ авторов
[12]. Тем более непросто рассчитать таким спосо-

Δψ + ε ψ =2
0( ) 2 – 0,( ( )) ( )nћ r rс r E U
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бом физические измеримые характеристики из-
лучения – вероятность, характерную длину – кото-
рые можно было бы сравнить с экспериментом. От-
метим, что упрощенные подходы, описанные
выше, дают возможность получить такие оценки
практически элементарно, причем физически
прозрачным и понятным образом.

4. ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе, продолжающей серию публикации

авторов [7, 8], оценены интенсивность и харак-
терная длина электромагнитного излучения, возни-
кающего при взаимодействии релятивистского
электрона с периодическими неоднородностями
потенциала кристалла. Такое излучение представ-
ляет особый интерес постольку, поскольку оно об-
ладает выраженно дискретным спектром (особен-
но в случае, когда электрон захвачен в каналиро-
ванное состояние, [8]) и весьма высокими
характерными энергиями испускаемых прямо
вперед фотонов ωi =2π cγ2/а.

Показано, что:
1. Вероятность излучения растет, а характер-

ная длина излучения снижается с ростом энергии
излучающего электрона.

2. При энергиях электрона E ∼ ГэВ эти харак-
теристики (вероятность и характерная длина из-
лучения) сопоставимы с аналогичными характе-
ристиками для излучения при спонтанных пере-
ходах между каналированными состояниями, но

� �

спектры двух типов излучения сильно различают-
ся [7, 8], что должно позволить легко различать их
при экспериментальном исследовании.
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Abstract—The channeling effect is considered in the so-called accompanying reference system moving with
the velocity equal to the longitudinal component of the channeled particle velocity. In such a system, particle

Рис. 1. Диаграммы Фейнмана для комптоновского
рассеяния эквивалентного фотона на каналирован-
ном электроне.
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motion is finite and similar to the vibrational motion in a one-dimensional potential (plane channeling) or
the two-dimensional finite motion in the central field (axial channeling). For relativistic electrons, such mo-
tion can be considered both in quantum and classical approximations. In classical consideration, it is possible
to calculate quite simply such important characteristics of motion and electromagnetic radiation as the inten-
sity of the resulting electromagnetic radiation, its spectral characteristics, and characteristic times of electron
energy loss. The characteristic lifetimes of quantum channeled states and the probability of transitions be-
tween them can be estimated  using the results of the classical approach, whereas directly in the quantum ap-
proach, this can be done only numerically. The simplified analytical consideration is applied to calculate the
spectral characteristics and radiation intensity, which accompanies the axial channeling electrons of GeV en-
ergies. It is shown that this mechanism can lead to the conversion of a significant part of the energy of the
electron beam into high-energy gamma-ray photons when passing the oriented single crystal target about
1 cm thick.

Keywords: coherent interaction, channeling, single crystal, electromagnetic radiation, quantum mechanics,
gamma radiation
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