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Рассматривается дифференциальное уравнение в частных производных четвертого порядка со сте-
пенными нелинейностями, используемое для описания распространения высокодисперсных им-
пульсов в оптических волокнах. Проведен групповой анализ уравнения, а именно получены груп-
повые преобразования, допускаемые изучаемым дифференциальным уравнением. Для этого вы-
полнены три шага: поиск системы определяющих уравнений, отыскание координат касательного
векторного поля и построение инфинитезимальных операторов. В результате найдены два инфини-
тезимальных оператора, допускаемых изучаемым уравнением. Таким образом показано, что рас-
смотренное уравнение инвариантно относительно группы преобразований сдвига по простран-
ственной и временной переменной. Что свидетельствует о возможности понизить размерность ис-
ходного уравнения в частных производных, рассмотрев его редукцию в переменных бегущей волны,
получив при этом обыкновенное дифференциальное уравнение.

Ключевые слова: нелинейное дифференциальное уравнение, групповой анализ, инфинитезималь-
ный оператор
DOI: 10.1134/S2304487X21050096

1. ВВЕДЕНИЕ

Одним из эффективных подходов исследова-
ния дифференциальных уравнений является груп-
повой анализ. Основой которого является приме-
нение локальных преобразований групп Ли, пред-
ложенных норвежским ученым Софусом Ли во
второй половине 19 века. Существуют различные
приложения этой теории для исследования диф-
ференциальных уравнений [1–4]. Исследование
симметрии помогает строить аналитические ре-
шения дифференциальных уравнений, лежащих
в основе математических моделей, встречающих-
ся в различных областях знаний [5–7].

Первым шагом такого исследования является
нахождение операторов групп преобразований,
допускаемых дифференциальным уравнением.
Можно разделить этот этап исследования на три
части: построение определяющих уравнений, по-
иск координат касательного векторного поля, по-
лучение допускаемых инфинитезимальных опе-
раторов. В данной работе применим этот подход
для исследования дифференциального уравне-
ния, описывающего высокодисперсные оптиче-
ские импульсы.

Уравнение четвертого порядка с нелинейно-
стью третьей и пятой степени для описания опти-
ческих импульсов, предложенное в статье [8],
имеет вид:

(1)

где  и  – независимые переменные (  – про-
странственная,  – временная),  – зависимая
переменная, соответствующая волновому профи-
лю,  – мнимая единица, , , ,  – параметры.

Целью данной работы является построение
инфинитезимальных операторов, допускаемых
нелинейным дифференциальным уравнением
высокого порядка (1).

2. НАХОЖДЕНИЕ ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ, ДОПУСКАЕМЫХ 

УРАВНЕНИЕМ (1)
Шаг 1. Построение определяющих уравнений.
Для краткости записи перепишем рассматри-

ваемое уравнение (1) в следующем виде
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(2)
Введем систему однопараметрических преобра-
зований с параметром a

(3)

где , ,  координаты вектора касательного
векторного поля группы преобразований. Тогда
инфинитезимальный оператор будет иметь вид
[1–4]

(4)

Группы преобразований, допускаемых урав-
нением (2), строятся с помощью продолжения
оператора X до четвертой производной. Учитывая
производные, имеющиеся в уравнении (2), полу-
чаем следующий вид продолженного оператора

(5)

Действуя оператором  на исходное уравне-
ние (2), получаем уравнение

(6)

являющееся определяющим при условии выпол-
нения уравнения (2).

Выразим координаты продолженного каса-
тельного векторного поля , , ,  через

, ,  [2]:
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Принимая во внимание, что u зависит от  и ,
а ,  и  зависят от , , , и то, что
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Подставляя выражения (14)–(17) в (6) и учиты-
вая (2), можно получить систему уравнений для
определения координат , , . Из коэффици-
ента при  находим, что . Из коэффициен-

тов при  и  получаем, что  и .
Поэтому уйдут все слагаемые с производными 
по , которые возникают от ,  и . Слагае-
мые с  останутся только от . Заметим, что 
связана с производными u по  уравнением (2).
Поэтому из коэффициента при , который по-

лучается из , находим, что . А из коэффи-
циента при , который получается из ,

находим, что . Таким образом, слагаемое с
 осталось только от . Далее, принимая во

внимание , находим, что . Учитывая
это, получаем, что слагаемое с  остается только
от , поэтому . Таким образом, составляем
систему для определения координат касательного
векторного поля

(18)

Уравнение (18) является определяющей систе-
мой для координат касательного векторного поля.

Шаг 2. Определение координат касательного
векторного поля.

Решая систему определяющих уравнений (18)
получаем, что координаты касательного вектор-
ного поля не зависят от , ,  и имеют следую-
щий вид

(19)

где  и  постоянные интегрирования.
Шаг 3. Построение инфинитезимальных опера-

торов, допускаемых уравнением (2).
Полагая в (19)  и , а затем  и

, получаем два оператора

(20)

Эти операторы показывают, что уравнение (2)
допускает группы преобразований сдвига по  и
по . Поскольку решая уравнения Ли с координа-
тами, соответствующими оператору 

(21)

получаем группу преобразований сдвига по 
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Аналогично, используя координаты, соответ-
ствующие оператору X2, получаем группу преоб-
разований сдвига по 

(23)

Заметим, что уравнение (2) также допускает
операторы составленные из суммы  и , умно-
женных на числа. Поэтому допускается оператор

(24)

Решая уравнение , получаем инвариант

(25)

Наличие инвариантов (25) свидетельствует о
том, что исходное уравнение в частных производ-
ных имеет решение в переменных бегущей волны:

, . При этом переходя к но-
вой переменной , исходное уравнение в
частных производных преобразуется к обыкновен-
ному дифференциальному уравнению. Точные ре-
шения уравнения (2) в переменных бегущей вол-
ны построены в статье [9].

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрено нелинейное дифференциальное

уравнение в частных производных четвертого по-
рядка, которое используется для описания рас-
пространения импульсов в оптических средах.
Для этого уравнения выполнен групповой ана-
лиз. Получены два инфинитезимальных операто-
ра, допускаемых рассмотренным уравнением.
Эти операторы соответствуют группам преобра-
зования сдвига по пространственной и времен-
ной переменным.
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Abstract—The fourth-order partial differential equation with power-law nonlinearities is investigated. It is
used to describe the propagation of highly dispersed pulses in optical fibers. A group analysis of this equation
is performed and the group transformations allowed by the differential equation are constructed in three steps.
In the first step, a system of governing equations is obtained. In the second step, the coordinates of a tangent
vector field are sought for. In the third step, infinitesimal generators are constructed. As a result, two infini-
tesimal generators allowed by the equation are found. Thus, it is shown that the considered equation is invari-
ant under space and time translations. This indicates that the dimension of the original partial differential
equation can be lowered by considering its reduction in traveling wave variables. As a result, an ordinary dif-
ferential equation is obtained.
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