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Изучается распространение уединенных волн, описываемых обобщенным нелинейным уравнени-
ем Шредингера с произвольным коэффициентом отражения. Задача Коши для рассматриваемого
уравнения не решается, поэтому для поиска аналитического решения используются переменные
бегущей волны, с помощью которых уравнение в частных производных приводится к системе нели-
нейных обыкновенных дифференциальных уравнений. C помощью метода простейших уравнений
найдено решение полученной системы дифференциальных уравнений в форме уединенных волн.
Численное решение построено при учете дискретизации задачи по времени с использованием ме-
тода расщепления по физическим параметрам и по пространственной переменной – конечными
разностями. Полученное аналитическое решение используется для верификации численного реше-
ния задачи о распространении уединенной волны, описываемой обобщенным нелинейным уравне-
нием Шредингера, при периодических граничных условиях. С учетом ограничений на параметры
математической модели построены и проанализированы графики аналитического и численного ре-
шений.
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ВВЕДЕНИЕ
Проблема построения точных решений нели-

нейных математических моделей до настоящего
времени остается достаточно актуальной. Это
обусловлено тем, что математические модели, в
которых используются нелинейные дифферен-
циальные уравнения, описывают целый ряд фи-
зических процессов. Одной из важных задач яв-
ляется исследование распространения импульсов
в различных оптических устройствах, для описа-
ния которого в том числе используется общеиз-
вестное нелинейное уравнение Шредингера
(НУШ) [1]. В частности, в работах [2–6] авторами
исследуются оптические солитоны, описываемые
НУШ. В работах [7–9] изучается процесс распро-
странения волн на Брэгговской решетке, которая
используется в волоконных световодах [10]. В [11]
авторы представили конечно-разностный метод
для получения численного решения НУШ со сте-
пенной нелинейностью. Авторы работы [12] реа-
лизовали параллельный алгоритм для нахожде-

ния численного решения системы НУШ с нели-
нейностями третьей степени.

В данной работе рассматривается обобщенное
нелинейное уравнение Шредингера в виде [13]:

(1)

где  – мнимая единица; , a,  – действительные
числа;  – коэффициент отражения.

Дифференциальное уравнение (1) является
неинтегрируемым, поэтому существует возмож-
ность найти только некоторые классы решений.
В первой части работы показано применение
обобщенного метода простейших уравнений для
нахождения точных решений изучаемого диффе-
ренциального уравнения в форме уединенных
волн. Во второй части представлена численная
реализация математической модели, проведен
сравнительный анализ точного решения с чис-
ленным и изложено обсуждение полученных ре-
зультатов.
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1. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ 
НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ (1)
Задача Коши для уравнения (1) не может быть

решена методом обратной задачи рассеяния, по-
этому для поиска решений делаем переход к пере-
менным бегущей волны:

(2)

Подставляя (2) в уравнение (1), получаем си-
стему дифференциальных уравнений, соответ-
ствующих действительной и мнимой частям со-
ответственно:

(3)

Полагая коэффициент монома во втором
уравнении полученной системы равным нулю,
получаем, что

(4)
В соответствии с методом, предложенным в [15],

решение первого дифференциального уравнения
системы (3) ищем в виде , где без
потери общности полагаем ,  является
произвольной постоянной, а  – решение
дифференциального уравнения

(5)

и имеет вид:

(6)

Подставляя (5) в первое дифференциальное
уравнение системы (3), получаем

(7)

Приравнивая коэффициенты мономов в урав-
нении (7), определяем ограничения на следую-
щие параметры математической модели:

(8)

Таким образом, с учетом (4) и (8) точное реше-
ние дифференциального уравнения (1) можно за-
писать в виде:

(9)

2. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ОПТИЧЕСКИХ 

ИМПУЛЬСОВ, ОПИСЫВАЕМОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЕМ (1)

Представим уравнение (1) в виде:

(10)
где

Для численного решения задач, описываемых
уравнением (10), воспользуемся алгоритмом из
работы [14].

Решение дифференциального уравнения (10),
позволяющего определить значения искомой
функции  на каждом последующем времен-
ном шаге при известном предшествующем, ап-
проксимируется следующим образом:

(11)

где  – шаг по времени.
Для дискретизации задачи по пространствен-

ной переменной в работе используется конечно-
разностный метод. Выбирается расчетная область

, которая разбивается на N равных
частей с шагом . Таким образом, получа-
ются узлы разностной сетки , . При
этом соотношение (11) может быть записано в виде:

(12)

где , ,  – единичный оператор,

Поскольку в работе рассматриваются перио-
дические граничные условия, то они записыва-
ются для разностной задачи в виде:

−ω⋅ −( )
0( , ) = ( ) , = .i kx tu x t y z e z x C t

+ +α + ω − α + +
α −

2 1 2 1

0

( ) = 0,
(2 ) = 0.

n n
zz

z

y k y ay by
k C y

α0 = 2 .C k

+0 1( ) = ( )y z F F R z
0 = 0F 1F

( )R z

+ +− +2 2 2 2 2= n n
zR ER AR BR

−

− −

 
 

+ + +  

0

0 0

1/
( )

( ) 2 2( )
4( )= .

2 ( 4 ) 1

n
z z n E

z z n E z z n E
EeR z

AEe A BE e

+

+

− α + +
+ − α + +

+ α − + ω

2 1 2
1 1

1
1 1

2
1

(2 2 ( 1))

(2 ( 2))

2 ( ( ) ) = 0.

n n

n n

bF BF n R

aF AF n R

F E k

−

−

α +

α +

ω α −

2
1

1

2

= ( 1) ,
1= ( 2) ,
2
= ( ).

n

n

b B n F

a A n F

k E

− α −
−α −

− α − − α −

 
 

+ + + 

0 2

0 0

1/
( 2 )

( ( ) )
1 ( 2 ) 2 2( 2 )

4( , ) = .
2 ( 4 ) 1

n
x kt z n E

i kx k E t

x kt z n E x kt z n E
Eeu x t F e

AEe A BE e

+= ( ( )) ,tu i u u+ 1

∂α +
∂

2
2

2= , ( ) = .n nu a u b u
x

+ 1

( , )u x t

τ ++ τ ≈ ⋅( ( ))( , ) ( , ),i uu x t e u x t+ 1

τ

∈ −[ /2, /2]x L L
= /h L N

ix = 0,i N

+ −− θ τ + − θ1 1= ( ) ( (1 )) ,m m
hU i ir V( + (

≤ θ ≤0 1 τ 2= /r h +

− +− +α 1 1
2

2= .i i i
h

U U U
h

+

−0 1 1= , =N NU U U U



414

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 10  № 5  2021

КАН, КУДРЯШОВ

Таким образом, конечная расчетная формула
имеет вид:

(13)

где I – единичная матрица,  – вектор значе-
ний функции  на -м временном слое,

где показаны только ненулевые элементы мат-
рицы.

В качестве начальных данных для поиска чис-
ленного решения были взяты значения (9) при t = 0.
Представленный выше алгоритм реализован в
виде программного кода для решения задачи рас-
пространения импульса в оптической среде, опи-
сываемой уравнением (1), при периодических
граничных условиях.

Ниже представлены таблицы, в которых пока-
зана погрешность проведенных численных вы-
числений.

В таблицах N – количество разбиений расчет-
ной области, а в третьем и четвертом столбцах за-
писан максимальный модуль разности численного
и точного решений при  соответственно.

Исходя из полученных результатов, можно
сделать вывод о том, что выбранный метод для
численного решения задачи позволяет получить
вполне удовлетворительную погрешность при
описании распространения импульса в оптиче-
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ской среде. Из данных, приведенных в таблицах,
видно, что погрешность вычислений уменьшает-
ся при увеличении числа разбиений расчетной
области, что обуславливает сходимость метода.
Графики на рис. 1 (а), (б) позволяют заметить, что
на правой границе присутствует некоторое рас-
хождение точного решения с численным. Данное
явление объясняется тем, что размер расчетной
области ( , ) выбран так, что
импульс располагается достаточно близко к гра-
ницам расчетной области. Это можно исправить
путем увеличения размеров расчетной области и

∈ −[ /2, /2]x L L = 10L

Таблица 1. Погрешность численного решения в зави-
симости от количества разбиений расчетной области
на двухсотом временном слое

N n = 1 n = 2

1 1000 0.009353 0.085114

2 1500 0.008507 0.077832

3 2000 0.008217 0.075413

4 2500 0.008083 0.074318

Таблица 2. Погрешность численного решения в зави-
симости от количества разбиений расчетной области
на пятисотом временном слое

N n = 1 n = 2

1 1000 0.012085 0.109377

2 1500 0.009702 0.088211

3 2000 0.008942 0.081630

4 2500 0.008600 0.078734

Рис. 1. Графики действительных частей точного решения (9) и численного решения при , , ,
, , , , , ; (a) , (б) .
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задания начальных условий таким образом, что-
бы импульс был расположен на значительном от-
далении от границ расчетной области.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе рассмотрено обобщенное не-
линейное уравнение Шредингера с произволь-
ным коэффициентом отражения . Найдено точ-
ное решение дифференциального уравнения (1) с
применением обобщенного метода простейших
уравнений. С использованием метода расщепления
по физическим параметрам для дискретизации по
времени и конечных разностей – для дискретиза-
ции по пространству, – получено численное реше-
ние задачи, описываемой дифференциальным
уравнением (1), при периодических граничных
условиях. Численное решение верифицировано с
помощью точного решения с учетом найденных
ограничений на некоторые параметры математи-
ческой модели. Построены и проанализированы
графики полученных решений. На основе прове-
денных вычислений составлены таблицы, в кото-
рых показана зависимость погрешности числен-
ного решения от количества разбиений расчет-
ной области для n = 1, 2.
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Abstract—The propagation of solitary waves described by the generalized nonlinear Schrödinger equation
with an arbitrary refractive index is investigated. The Cauchy problem for the considered equation cannot be
solved; for this reason, traveling wave variables are used to find an analytical solution. These variables reduce
the partial differential equation to a system of nonlinear ordinary differential equations. A solution of the re-
sulting system of differential equations in the form of solitary waves is found using the simplest equation
method. The numerical solution is constructed taking into account the discretization of the problem in time
variable using a split-step method and by means of a finite difference in the space variable. The found analyt-
ical solution is used to verify the numerical solution of the solitary wave propagation problem described by
the generalized nonlinear Schrödinger equation with periodic boundary conditions. Analytical and numeri-
cal solutions are plotted and these plots are analyzed taking into consideration the constraints on the param-
eters of the mathematical model.
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