
ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА «МИФИ», 2022,  

т. 11, № 6, с. 390–402 

 

390 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ФИЗИКА 
 

УДК 62-533.65 

 

ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ КОЭФФИЦИЕНТА  
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ПРИ ВЫСОКОИНТЕНСИВНОМ  

ТЕПЛОМ НАГРЕВЕ С УЧЕТОМ ТЕРМИЧЕСКОГО РАЗЛОЖЕНИЯ 
 

 2022        Н.О. Борщев  
Астрокосмический центр Федерального государственного учреждения науки,  

Институт им. С.А. Лебедева, Москва, 119991, Россия 

*e-mail: moriarty93@mail.ru 
Поступила в редакцию: 27.01.2023 

После доработки: 11.02.2023 
Принята к публикации: 14.02.2023 

 
Одной из первостепенных задач теплового проектирования является составление адекватной тепло-

вой физико-математической модели в обеспечении его штатного теплового режима. В данной работе 
рассматривается последовательный метод определения комплекса теплофизических характеристик как 
функций от температуры при его наземной тепловой отработке в естественных условиях. Объект испы-
таний подвергается высокоинтенсивному тепловому однонаправленному нагреву, что характерно при 
спуске и выходе космических аппаратов из атмосферы различных планет. Данная задача решается как 
задача по поиску глобального минимума из минимизации среднеквадратичной ошибки между теорети-
ческим и экспериментальным полем температур. В качестве метода минимизации выбран алгоритм со-
пряженных направлений, как наиболее точный метод первого порядка сходимости. При проектировании 
теплового режима конструкций необходимо иметь представление о начально-граничных условиях изде-
лия, а также его теплофизических характеристик. Таким образом, определение коэффициента теплопро-
водности материала – целевая задача в обеспечении штатного теплового режима изделия.  
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ВВЕДЕНИЕ 
 

При спуске и выходе ракет-носителей или 
спускаемых космических аппаратов из плотных 
слоев атмосферы различных планет на них дей-
ствует высокоэнтальпийный газовый поток, в 
результате чего происходят процессы абляции, 
горения, уноса массы и т.д. [1–6]. Для обеспе-
чения штатного эксплуатационного темпера-
турного режима изделия необходимо сформи-
ровать массив исходных данных в виде началь-
нограничных условий, а также теплофизических 
характеристик. Наиболее эффективными мето-
дами определения данных характеристик явля-
ются методы параметрической идентификации 
параметризированных величин исследуемых 
параметров на основе минимизации средне-
квадратичной ошибки между теоретическим 
массивом входной информации и эксперимен-
тальным. Значительный вклад в развитии этих 
методов решения обратных задач теплопровод-
ности внесли таких люди, как О.М. Алифанов, 
А.В. Ненарокомов, Е.А. Сенкевич. 

Таким образом, цель данной работы – опре-
деление теплопроводящей характеристики теп-
лоизоляционного материала как функции от 
температуры на основе замеров температур в 
местах установки термопар. Актуальность дан-
ной работы обусловлена необходимостью обес-
печения штатного теплового режима изделий, 
подверженных высокоэнтальпийному нагреву. 

 
ПОСТАНОВКА «ПРЯМОЙ» ЗАДАЧИ 
НАХОЖДЕНИЯ ТЕОРЕТИЧЕСКОГО  

ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ 
 

Процесс распространения тепла внутри 
твердого изотропного материал при сверхкри-
тическом тепловом нагреве описывается гипер-
болическим волновым уравнение Верно, где 
идет учет релаксации теплового потока. Также 
процесс высокоэнтальпийного теплового нагре-
ва может сопровождаться тепловым разложени-
ем материала, изменением его габаритов и ки-
нетики. Тепловая физико-математическая мо-
дель для такого рода испытаний образца будет 
иметь вид: 
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при 𝑇(𝑥, τ) < 𝑇кр 
 

𝐶эф(𝑇)ρ [
𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
+ 𝜏р

𝜕2𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ2
] = 

=
𝜕

𝜕𝑥
[λэф(𝑇)

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
] ;  𝑇(0) = 𝑇0; 

 

при 𝑇(𝑥, τ) ≥ 𝑇кр 

𝐶эф(𝑇)(ρ∞ −∫
𝜕ρ

𝜕τ
𝑑τ

τ

0

) × 

× [
𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
+ τр

𝜕2𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ2
] = 

=
𝜕

𝜕𝑥
[λэф(𝑇)

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
] + ∆𝐻

𝜕ρ

𝜕τ
, 

𝑇(0) = 𝑇0. 
Уравнение кинетики термического разложе-

ния в предположении справедливости закона 
Аррениуса и учета темпа нагрева имеет вид: 

 

𝑑ln (
ρ
ρ∞
)

𝑑τ
= 

= −𝐾0𝑒
−
𝐸𝑎
𝑅𝑇 (1 +

𝐸𝑎
𝑅𝑇2

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
(τ − τ0)), 

 

𝐸𝑎 − энергия активации, Дж; 𝐾0 −константа 
химической реакции; ∆𝐻 − тепловой эффект 
реакции термического разложения, Дж. 

Граничные условия будут иметь следующий 
вид: 

𝜕𝑇(0, τ)

𝜕𝑥
= 0, 

 λэф(𝑇)
𝜕𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑥
= 𝑞сум + τр

𝜕𝑞сум(𝑙𝑥, τ)

𝜕τ
, 

𝑞сум = 𝑞пад − αк(𝑇)(𝑇(𝑙𝑥 , τ) − 𝑇ср) − 

−(ε(𝑇)σ𝑇(𝑙𝑥 , τ)
4 − 𝑇ср

4 ), 
∂𝑞сум(𝑙𝑥, τ)

∂τ
= −

𝜕𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕τ
× 

× [
𝜕αк(𝑇)

𝜕𝑇
(𝑇(𝑙𝑥, τ) − 𝑇ср) + αк(𝑇)] − 

−4ε(𝑇)σ𝑇(𝑙𝑥 , τ)
3
𝜕𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕τ
. 

В данной постановке задачи: 
λэф(𝑇) – коэффициент теплопроводности ма-

териала,  
Вт

мК
; 

𝑇(𝑥, τ) – температура в точке К; 
ε(𝑇) – отражательно-излучательная характе-

ристика; 
τр – коэффициент затухания волны, 

с

К
; 

αк(𝑇) − коэффициент теплоотдачи материа-

ла, Вт
м2К

; 
      𝑞пад − падающий удельный тепловой по-

ток,  
Вт

м2
; 

σ = 5,67 ∙ 10−8 
Вт

м2К4
; 

 

𝐶эф(𝑇) −удельная теплоемкость материала,  
Дж

кгК
; 

      ρ − плотность материала,  
кг

м3
; 

Выражение для эффективного падающего 
теплового потока определяется как [4] 

 

𝑞пад(τ) =∑
ε𝑗

𝐹𝑗
𝑞𝑗(τ) ∫ ∫

cos(ω𝑖𝑗) cos(ω𝑗𝑖)

π𝑙𝑖𝑗
2 𝑑𝐹𝑗

𝐹𝑖𝐹𝑗

𝐽

𝑗

+ 

+∑
𝑟𝑗

𝐹𝑗
𝑞пад(τ) ∫ ∫

cos(ω𝑖𝑗) cos (ω𝑗𝑖)

π𝑙𝑖𝑗
2 𝑑𝐹𝑗,

𝐹𝑖𝐹𝑗

𝐽

𝑗

 

 

где 𝐹𝑗 − эффективные площади теплообмена, 
м2. 

Коэффициент отражения связан с отража-
тельно-излучательной характеристикой выра-
жением: 

𝑟𝑗 = 1 − ε𝑗. 
 

Коэффициент теплоотдачи материала к 
окружающей среде определяется из зависимо-
сти для плоской стенки 

αк(𝑇) = Nu𝑙(𝑇)
λв(𝑇с)

𝑙эф
, 

где λв – коэффициент теплопроводности возду-

ха, Вт ;
мК

 𝑙эф – характерный размер (размер, 

вдоль которого движется тепловой конвектив-
ный поток), м;  𝑇с − температура окружающей 
среды, К; Nu𝑙(𝑇) – критерий Нуссельта. 

Исследуемую теплофизическую характери-
стику представим в виде 

 

λэф(𝑇) ≈ ∑ λр𝑁𝑚(𝑇)

𝑀

𝑚=1

, 

 

где 𝑁𝑚(𝑇) – базисные функции, описывающие 
зависимость искомых теплофизических харак-
теристик от температуры.  

В данной работе используются линейно-
непрерывные базисные функции, имеющие сле-
дующий вид: 
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𝑁𝑚
λ (𝑇) =

{
  
 

  
 

0, 𝑇 < 𝑇𝑚−1,
𝑇 − 𝑇𝑚−1
𝑇𝑚 − 𝑇𝑚−1

, 𝑇𝑚−1 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑚,

𝑇𝑚+1 − 𝑇

𝑇𝑚+1 − 𝑇𝑚
, 𝑇𝑚−1 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑚,

0, 𝑇 > 𝑇𝑚,𝑚 = 1,𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ .

 

 

Рассмотрим восстановление искомых харак-
теристик на основе среднеквадратичного функ-
ционала невязки между теоретическим и экспе-
риментальным полем температур 

 

𝑆(λр) =
1

2
∫ ∑[𝑇(λр) − 𝑇̃(𝑥̅, τ̅)]

2𝑑τ

𝑀

𝑖=1

τmax

0

. 

 

В работе используется метод безусловной 
минимизации функционала 𝑆(λp) c помощью 
метода сопряженных градиентов, как наиболее 
точного метода первого порядка точности, поз-
воляющего достичь требуемой сходимости за 
минимальное число итераций. 

Последовательный алгоритм метода сопря-
женных градиентов можно представить в сле-
дующем виде [5–8]: 

 

λ⃗ 𝑛+1 = λ⃗ 𝑛 + ∆λ⃗ 𝑛+1, 
 

где                     ∆λ⃗ 𝑛+1 = −β𝑘𝑝(𝑛). 
 

Направление спуска определяется из 
 

𝑝 𝑛 = grad𝑆(λ⃗ 𝑛) + β𝑛𝑝 
𝑛−1, 

β0 = 0, 𝑝
(0) = grad𝑆(λ(0)), 

β𝑛 =
|grad𝑆(λ(𝑛))|2

|grad𝑆(λ(𝑛−1))|2
. 

 

Критерием останова итерационного процесса 
является выражение: 

|grad𝑆(λ(0))| = √{∑ [
𝜕𝑆(λ(𝑛))

𝜕λp
]
2

3
𝑝=1 } ≤ δsum, 

где δsum – погрешность входных данных, вы-
численная в той же метрике, что и целевой 
функционал: 

δsum = δa + δ𝑓 + δокр, 
где δ𝑓 − погрешность входных температур, 
определяемая следующими выражением: 
 

δ𝑓 = ∫ ∑∑δ𝐿(τ)𝑑τ

𝐾

𝑘=1

.

𝐽

𝑗=1

τmax

0

 

 
ПОИСК КОМПОНЕНТЫ ГРАДИЕНТА  
СРЕДНЕКВАДРАТИЧНОЙ ОШИБКИ 

 
Для определения компонент градиента целе-

вого функционала воспользуемся методом не-
определенных множителей Лагранжа. Для этого 
запишем обобщенный функционал Лагранжа с 
ограничениями в виде зашумленного уравнения 
теплопроводности и его граничных условий    
[9–16]: 

 

𝑆(λр ) =
1

2
∫ ∑[𝑇(λр) − 𝑇̃(𝑥̅, τ̅)]

2𝑑τ

𝑀

𝑖=1

τmax

0

+∫ ∫ ψ(𝑥,

τmax

0

τ) [𝐶эф(𝑇)ρ [
𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ

𝑙𝑥

0

+ 

+τр
𝜕2𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ2
] −

𝜕

𝜕𝑥
[λэф(𝑇)

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
] + ∆𝐻

𝜕ρ

𝜕τ
𝑑𝑥] 𝑑𝑥𝑑τ + 

+ ∫ ξ(𝑙𝑥 , τ) [λэф(𝑇)
𝜕𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑥
+ 𝑞пад − αк(𝑇)(𝑇 − 𝑇ср) + εσ𝑇

4 +

τmax

0

 

−
𝜕𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕τ
[
𝜕αк(𝑇)

𝜕𝑇
(𝑇 − 𝑇ср) + αк(𝑇)] − 4ε(𝑇)σ𝑇(𝑙𝑥 , τ)

3
𝜕𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕τ
] 𝑑τ. 

 
Для нахождения компоненты теплопроводности сообщим элементарные приращения искомых вели-

чин рассматриваемым теплофизическим характеристикам. Получим следующие зависимости: 
 

λэф(𝑇 + Δ𝑇) ≈ (1 + Δ) ∑ λр𝑁𝑚(𝑇 + Δ𝑇) =

𝑀

𝑚=1

 

= (1 + Δ) ∑ λр [𝑁𝑚(𝑇) +
𝜕𝑁𝑚(𝑇)

𝜕𝑇
𝑑𝑇]

𝑀

𝑚=1

.  
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Таким образом, при подстановке данных компонент получим возмущенное уравнение теплопровод-
ности: 

при 𝑇(𝑥, τ) < 𝑇кр 

[𝐶(𝑇) +
𝜕𝐶(𝑇)

𝜕𝑇
𝑑𝑇] ρ [

𝜕[𝑇(𝑥, τ) + Δ𝑇(𝑥, τ)]

𝜕τ
+ τр

𝜕2[𝑇(𝑥, τ) + Δ𝑇(𝑥, τ)]

𝜕τ2
] = 

=
𝜕

𝜕𝑥
[[λэф(𝑇) +

𝜕λ(𝑇)

𝜕𝑇
𝑑𝑇]

𝜕𝑇(𝑥, τ) + Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
] ; 

при 𝑇(𝑥, 𝜏) ≥ 𝑇кр 

[𝐶(𝑇) +
𝜕𝐶(𝑇)

𝜕𝑇
𝑑𝑇] ρ [

𝜕[𝑇(𝑥, τ) + Δ𝑇(𝑥, τ)]

𝜕τ
+ τр

𝜕2[𝑇(𝑥, τ) + Δ𝑇(𝑥, τ)]

𝜕τ2
] = 

=
𝜕

𝜕𝑥
[[λэф(𝑇) +

𝜕λ(𝑇)

𝜕𝑇
𝑑𝑇]

𝜕𝑇(𝑥, τ) + Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
] + 

+(∆𝐻 +
𝜕∆𝐻

𝜕𝑇
Δ𝑇)(

∂ρ

∂τ
+
𝜕2ρ

𝜕τ𝜕𝑇
Δ𝑇). 

 

Возмущенные граничные условия примут следующий вид: 
 

𝑇(0) = 𝑇0 + Δ𝑇;  [λэф(𝑇) +
𝜕λэф(𝑇)

𝜕𝑇

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
𝑑𝑇]

𝜕𝑇(𝑙𝑥 , 𝜏) + Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑥
= 

= [αкр(𝑇) +
𝜕αк(𝑇)

𝜕𝑇
𝑑𝑇] (𝑇(𝑙𝑥 , τ) + Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ) − 𝑇ср) +

𝑞пад
(1 + Δ)

− (𝜎𝑇(𝑙𝑥 , τ)
4 + 

+ 4σ𝑇(𝑙𝑥 , τ)
3Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ)) −

𝜕𝑇(𝑙𝑥 , τ) + Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕τ
[
𝜕αк(𝑇)

𝜕𝑇
(𝑇 + Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ) − 𝑇ср) + αк(𝑇)] − 

− 4∑εр [𝑁𝑚(𝑇) +
𝜕𝑁𝑚(𝑇)

𝜕𝑇
𝑑𝑇]

𝑀

𝑖=1

σ[𝑇(𝑙𝑥 , τ)
3 + 3𝑇(𝑙𝑥, τ)

2Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ)]
𝜕𝑇(𝑙𝑥 , τ) + Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕τ
. 

 

Для получения выражения относительно вариации температуры вычтем из возмущенного уравнения 
теплопроводности невозмущенное, отбросив вторые производные вариаций температур в силу их мало-
сти. Получим: 

при 𝑇(𝑥, τ) < 𝑇кр 
 

ρ[𝐶(𝑇)
Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
+
𝜕𝐶(𝑇)

𝜕𝑇
[
𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
+ τр

𝜕2𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ2
] 𝑑𝑇 =

𝜕

𝜕𝑥
[λ(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
+
𝜕λ(𝑇)

𝜕𝑇

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
𝑑𝑇]. 

 

при 𝑇(𝑥, τ) ≥ 𝑇кр 

ρ [𝐶(𝑇)
Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
+
𝜕𝐶(𝑇)

𝜕𝑇
[
𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
+ τр

𝜕2𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ2
]] 𝑑𝑇 = 

=
𝜕

𝜕𝑥
[λ(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
+
𝜕λ(𝑇)

𝜕𝑇

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
𝑑𝑇] +

𝜕∆𝐻

𝜕𝑇

∂ρ

∂τ
Δ𝑇 +

∂2ρ

∂τ ∂𝑇
∆𝐻Δ𝑇, 

где 
𝑑2ln (

ρ
ρ∞
)

𝑑τ𝜕𝑇
=
𝐸𝑎
𝑅𝑇2

𝐾0𝑒
−
𝐸𝑎
𝑅𝑇 (1 +

𝐸𝑎
𝑅𝑇2

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
(τ − τ0)) − 𝐾0𝑒

−
𝐸𝑎
𝑅𝑇 (1 −

𝐸𝑎
𝑅𝑇3

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
(τ − τ0)). 

 

Граничные условия примут вид 
𝜕Δ𝑇(0, τ)

𝜕𝑥
= 0; 

 λэф(𝑇)
𝜕Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑥
+
𝜕λэф(𝑇)

𝜕𝑇

𝜕2𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥2
𝑑𝑇 = αк(𝑇)Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ) +

𝜕αк(𝑇)

𝜕𝑇
𝑇ср𝑑𝑇 +

𝑞пад
(1 + Δ)

− 4σ𝑇3Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ).
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Запишем теперь вариацию целевого функционала: 
 

𝛿𝑆(λр ) =
1

2
∫ ∑[𝑇(λр) − 𝑇̃(𝑥̅, τ̅)]Δ𝑇(𝑥, τ)𝑑τ

𝑀

𝑖=1

τmax

0

+∫ ∫ ψ(𝑥, τ) ×

τmax

0

𝑙𝑥

0

 

 

× [ρ [𝐶(𝑇)
Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
+
𝜕𝐶(𝑇)

𝜕𝑇
[
𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
+
𝜕2𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ2
] 𝑑𝑇] − 

 

−
𝜕

𝜕𝑥
[[λ(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
+
𝜕λ(𝑇)

𝜕𝑇

𝜕𝑇(𝑥. τ)

𝜕𝑥
𝑑𝑇] 𝑑𝑥𝑑τ +

𝜕∆𝐻

𝜕𝑇

∂ρ

∂τ
Δ𝑇 + 

+
∂2ρ

∂τ ∂𝑇
∆𝐻Δ𝑇]𝑑𝑥𝑑τ + ∫ 𝜉(𝑙𝑥 , τ) [λэф(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑥
+
𝜕λэф(𝑇)

𝜕𝑇

𝜕2𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥2
𝑑𝑇 −

τmax

0

 

−αк(𝑇)Δ𝑇(𝑙𝑥, τ) +
𝜕αк(𝑇)

𝜕𝑇
𝑇ср𝑑𝑇 +

𝑞пад
(1 + Δ)

− 4σ𝑇3Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ)] 𝑑𝑥𝑑τ. 
 

Избавимся от знака повторного дифференцирования для выражения: 
 

∫ ψ(𝑥, τ)
𝜕

𝜕𝑥

τmax

0

[λэф(𝑇)
𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
] = ψ(𝑥, τ)λэф(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
|0
𝑙𝑥 − 

−∫
𝜕ψ(𝑥, τ)

𝜕𝑥
λэф(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥

𝑙𝑥

0

𝑑𝑥 = ψ(𝑥, τ)λэф(𝑇)
𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
|0
𝑙𝑥 − 

−
𝜕ψ(𝑥, τ)

𝜕𝑥
λэф(𝑇)Δ𝑇(𝑥, τ)|0

𝑙𝑥 + 

+∫ [
𝜕2ψ(𝑥, τ)

𝜕𝑥2
λэф(𝑇)Δ𝑇(𝑥, τ) +

𝜕ψ(𝑥, τ)

𝜕𝑥

𝜕λэф(𝑇)

𝜕𝑇

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
Δ𝑇(𝑥, τ)] 𝑑𝑥

𝑙𝑥

0

. 

 

Запишем теперь новый вид функционала с учетом сделанного преобразования: 
 

δ𝑆(λр ) = ∫ ∑[𝑇(λр) − 𝑇̃(𝑥̅, τ̅)]Δ𝑇(𝑥, τ)𝑑τ

𝑀

𝑖=1

τmax

0

+ 

+ ∫ ∫ [
𝜕2ψ(𝑥, τ)

𝜕𝑥2
λэф(𝑇)Δ𝑇(𝑥, τ) +

𝜕ψ(𝑥, τ)

𝜕𝑥

𝜕λэф(𝑇)

𝜕𝑇

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
Δ𝑇(𝑥, τ)] 𝑑𝑥𝑑τ +

𝑙𝑥

0

τmax

0

 

+ ∫ ∫ [
𝜕∆𝐻

𝜕𝑇

∂ρ

∂τ
Δ𝑇 +

𝜕2ρ

𝜕τ𝜕𝑇
∆𝐻Δ𝑇]

𝑙𝑥

0

τmax

0

𝑑𝑥𝑑τ + 

+ ∫ ψ(𝑥, τ)[ρ [𝐶(𝑇)
Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
+
𝜕𝐶(𝑇)

𝜕𝑇
[
𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
+ τр

𝜕2𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ2
] Δ𝑇] −

τmax

0

 

−
𝜕

𝜕𝑥
[λ(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
+
𝜕λ(𝑇)

𝜕𝑇

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
Δ𝑇] 𝑑τ + 

∫ [ψ(𝑥, τ)λэф(𝑇)
𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
|0
𝑙𝑥 −

τmax

0

𝜕ψ(𝑥, τ)

𝜕𝑥
λэф(𝑇)Δ𝑇(𝑥, τ)|0

𝑙𝑥] 𝑑τ + 
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+ ∫ ξ(𝑙𝑥 , τ) [λэф(𝑇)
𝜕Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑥
+
𝜕λэф(𝑇)

𝜕𝑇

𝜕2𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥2
𝑑𝑇 −

τmax

0

 

 

− αк(𝑇)Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ) +
𝜕𝛼к(𝑇)

𝜕𝑇
𝑇ср𝑑𝑇 +

𝑞пад
(1 + Δ)

− 4σ𝑇(𝑙𝑥 , τ)
3Δ𝑇(𝑙𝑥 , 𝜏)] 𝑑τ. 

 

Для нахождения трех неопределенных множителей Лагранжа перегруппируем члены, стоящие перед 
вариацией температуры и производной от вариации по температуре и приравняем их к нулю. Получим: 

 

Δ𝑇(𝑥, τ):−
𝜕ψ(𝑥, τ)

𝜕𝑥
λэф(𝑇) + ψ(𝑥, τ)ρ

𝜕𝐶(𝑇)

𝜕𝑇
[
𝑇(𝑥, τ)

∂τ
+ τр

𝜕2𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ2
] + 

 

+
𝜕∆𝐻

𝜕𝑇

∂ρ

∂τ
Δ𝑇 +

∂2ρ

∂τ ∂𝑇
∆𝐻Δ𝑇 = 0, 

 

Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ): ξ(𝑙𝑥 , τ) [
𝜕λэф(𝑇)

𝜕𝑇

𝜕2𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑥2
− αк(𝑇) +

𝜕αк(𝑇)

𝜕𝑇
𝑇ср − 4σ𝑇(𝑙𝑥 , τ)

3] −
𝜕ψ(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑥
λэф(𝑇) = 0, 

 

Δ𝑇(0, 𝜏): 
𝜕ψ(0, τ)

𝜕𝑥
λэф(𝑇) = 0,  

 

 
𝜕Δ𝑇(𝑙𝑥, τ)

𝜕𝑥
: ψ(𝑥, τ)λэф(𝑇) + ξ(𝑙𝑥 , τ)𝜆эф(𝑇) = 0. 

 

Теперь для отыскания компоненты градиента целевого функционала запишем вариацию уравнения 
теплопроводности в другом виде: 

При 𝑇(𝑥, τ) < 𝑇кр 
 

𝜕

𝜕𝑥
[λэф(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
+ Δλэф(𝑇)

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
] = 𝐶(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
+ Δ𝐶(𝑇) (

𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
+ τр

𝜕2𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ2
). 

 
при 𝑇(𝑥, τ) ≥ 𝑇кр 

𝜕

𝜕𝑥
[λэф(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
+ Δλэф(𝑇)

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
] = 𝐶(𝑇) [

𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
+ 

 

+Δ𝐶(𝑇) (
𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
+ τр

𝜕2𝑇(x, τ)

𝜕τ2
) +

𝜕∆𝐻

𝜕𝑇

∂ρ

∂τ
Δ𝑇 +

∂2ρ

∂τ ∂𝑇
∆𝐻Δ𝑇]𝑑𝑥𝑑τ. 

 

Граничные условия примут вид 

Δλэф(𝑇)
𝜕𝑇(0, τ)

𝜕𝑥
+ λэф(𝑇)

𝜕Δ𝑇(0, τ)

𝜕𝑥
= 0; 

 

Δλэф(𝑇)
𝜕𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑥
+ λэф(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑥
= αк(𝑇)Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ) +

𝜕αк(𝑇)

𝜕𝑇
𝑇ср𝑑𝑇 +

𝑞пад
(1 + Δ)

− 4σ𝑇(𝑇)3Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ). 
 

Тогда вариация функционала может быть записана в виде 
 

δ𝑆(λр ) = ∫
𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕λр

τmax

0

Δλр +∫  

𝑙𝑥

0

∫  

τmax

0

[[ψ(𝑥, τ)Δ𝐶(𝑇) (
𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ
+ τр

𝜕2𝑇(𝑥, τ)

𝜕τ2
) + 𝐶(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
− 

 

−
𝜕

𝜕𝑥
[λэф(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
+ Δλэф(𝑇)

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
]] 𝑑𝑥𝑑τ +

𝜕∆𝐻

𝜕𝑇

∂ρ

∂τ
Δ𝑇 +

𝜕2ρ

𝜕τ𝜕𝑇
∆𝐻Δ𝑇]𝑑𝑥𝑑τ + 
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+ ∫ ξ(𝑙𝑥 , τ) [∆λэф
𝜕𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑥
+ λэф(𝑇)

𝜕Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑥
−

τmax

0

 

−αк(𝑇)Δ𝑇(𝑙𝑥 , τ) +
𝜕αк(𝑇)

𝜕𝑇
𝑇ср𝑑𝑇 +

𝑞пад
(1 + Δ)

− 4σ𝑇(𝑇)3Δ𝑇(𝑙𝑥, τ)] 𝑑τ. 

 
Группируя члены относительно вариации 

коэффициента теплопроводности, получим ана-
литическое выражение для нахождения компо-
ненты градиента целевого функционала: 

 

𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕λр
= − ∫ ∫  

𝑙𝑥

0

[ψ(𝑥, τ)
𝜕𝑇(𝑥, τ)

𝜕𝑥
𝑑𝑥 + ξ(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑇(𝑙𝑥 , τ)

𝜕𝑥
] 𝑑τ.

τmax

0

 

 

Для нахождения шага спуска, используемого 
в методе сопряженных направлений, исходя из 
метода итерационной регуляризации [10, 11], 

запишем выражение целевого функционала на 
следующей итерации: 

𝑆(λр + ∆λр) = 𝑆(λр) − αсп [
𝜕𝑆(λр)

𝜕λр
]

2

, 

𝑆(λр + ∆λр) =
1

2
∑ ∫ [𝑇(λр) − αсп

𝜕𝑇(λр)

𝜕λр
]

2

− 𝑇̃(𝑥̅, τ̅)]2𝑑τ.

τmax

0

𝑀

𝑚=1

 

 

Откуда, согласно принципу глобального ми-
нимума, необходимо и достаточно приравнять 

полученное выражение к нулю и выразить шаг 
спуска [16–22]. Получим: 

 
 

αсп = ∑ ∫
𝑇(λр) − 𝑇̃(𝑥̅, τ̅)

𝜕𝑇(λр)
𝜕λр

𝑑τ.

τmax

0

𝑀

𝑚=1

 

 
Таким образом, можно сформулировать 

принцип работы данного алгоритма идентифи-
кации теплофизических параметров. Суть его 
заключается в следующем. 

1. Решается «прямая» задача прогрева кон-
струкции при реализации граничных условий, 
характерных для условий теплового нагружения 
изделия. 

2. Далее после результатов теплофизических 
испытаний составляется среднерегуляризируе-
мая интегральная ошибка между теоретическим 
и экспериментальным полем температур в зонах 
установки датчиков температур. 

3. Решается задача оптимизации данного 
функционала при предварительном вычислении 
компонент градиентов параметризированных 
целевых функций. 

4. Ищется шаг спуска в методе «сопряжен-
ных» направлений, обеспечивающий минимум 
целевого функционала на следующей итерации. 

5. Получаются значения целевых функций на 
следующей итерации. При выполнении условия 
останова, полученные значения каждого из бло-
ков, домножаются на свои характерные базис-

ные функции, считается что зависимости полу-
чены, иначе процесс 1–5 выполняется повторно.  

Реализация решения данного алгоритма про-
иллюстрирована на рис. 1. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ НАЗЕМНОЙ  
ТЕПЛОВОЙ ОТРАБОТКИ 

 
В эксперименте рассматривается образец в 

виде парараллелепипеда, по толщине которого 
установлено три термопары. Все его поверхно-
сти теплоизолированы, кроме верхнего основа-
ния, на которое падает лучистый интегральный 
тепловой поток. Таким образом, реализуется 
одномерный прогрев по толщине материала, 
моделирующий заданную постановку задачи. В 
качестве источника теплового потока использу-
ется медный линейчатый нагреватель. Схема 
упрощенной тепловой модели изображена на 
рис. 1 и в работе [12]. 

Падающая тепловая нагрузка, моделирую-
щая спуск в атмосфере представлена рис. 2 [13], 
а полученные при этом температуры в местах 
установки датчиков на рис. 3. 
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Рис. 1. Блок схема алгоритма идентификации искомых теплофизических параметров 
 
 

 
Рис. 2. Удельный тепловой падающий поток 
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Рис. 3. Экспериментальное температурное поле в местах установки датчиков температур 

 
РЕЗУЛЬТАТ ВОССТАНОВЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ МАТЕРИАЛА 

 
На рис. 4 представлены значения среднеквадратичной ошибки, по которой наглядно видна сходи-

мость теоретического температурного поля к экспериментальному в местах установки датчиков темпе-
ратур. 

 
Рис. 4. Значения среднеквадратичной ошибки в каждом временном блоке 

 
На рис. 5 представлены итерационные изменения параметрических величин коэффициента тепло-

проводности в первом временном блоке, а на рис. 6 – сравнение с истинным значением коэффициента 
теплопроводности как функции от температуры. 

 

 
Рис. 5. Итерационные изменения коэффициента теплопроводности в первом временном блоке 
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Рис. 6. Температурные зависимости коэффициента теплопроводности материала 

 
Также особый интерес представляет анализ относительной погрешности полученного значения, вы-

численный по формуле: 

δ =
|λр(𝑇) − λexp(𝑇)|

λexp(𝑇)
. 

Результаты представлены на рис. 7. 
 

 
Рис. 7. Относительная погрешность восстановленного коэффициента теплопроводности  

по отношению к известному 
 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. Разработан алгоритм параметрической 

идентификации коэффициента теплопроводно-
сти как функции от времени для волнового 
уравнения теплопроводности при воздействии 
высокоэнтальпийного теплового потока с уче-
том термического разложения материала мето-
дом итерационной регуляризации на примере 
теплозащитного покрытия, выполненного из 
углепластичного материала. 

2. Результаты показали, что расчетные зна-
чения коэффициента теплопроводности лежат в 
рассматриваемом температурном диапазоне 
0,38–0,41. 

3. Данный метод определения коэффициента 
теплопроводности может быть использован при 
исследовании высокоинтенсивного теплообме-
на для теплозащиных материалов, применяемых 
для теплозащиты ракет-носителей и спускаемых 
космических аппаратов (КА). 
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One of the primary tasks of thermal design is the compilation of an adequate thermal physical and mathematical model 
to ensure its regular thermal regime. In this paper, we consider a sequential method for determining the complex of ther-
mophysical characteristics as functions of temperature during its ground-based thermal processing in natural conditions. 
The test object is subjected to high-intensity unidirectional thermal heating, which is typical during the descent and exit of 
spacecraft from the atmosphere of various planets. This problem is solved as a problem of finding a global minimum from 
minimizing the root-mean-square error between the theoretical and experimental temperature field. The algorithm of con-
jugate directions is chosen as the minimization method, as the most accurate method of the first order of convergence. 
When designing the thermal regime of structures, it is necessary to have an idea of the initial boundary conditions of the 
product, as well as its thermophysical characteristics. Thus, the determination of the thermal conductivity coefficient of the 
material is the target task in ensuring the normal thermal regime of the product.  

 

Keywords: iterative regularization method, thermal conductivity coefficient of the material, conjugate directions meth-
od, root-mean-square error. 
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