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Для конфигурации вихрей из  вихрей интенсивности , лежащих на прямой, и одного вихря ин-
тенсивности , расположенного в центре завихренности, получено в явном виде дифференциаль-
ное уравнение, полиномиальные решения которого определяют стационарные положения вихрей,
входящие в данную конфигурацию. Обоснована процедура обобщения дифференциальных уравне-
ний, связанных со стационарными положениями вихрей, необходимая для получения общего диф-
ференциального уравнения для стационарной конфигурации вихрей. Описан алгоритм обобщения
дифференциальных уравнений – внесения в дифференциальные уравнения параметров, отражаю-
щих эквивалентность стационарных положений вихрей, получаемых друг из друга преобразовани-
ями поворота, растяжения и сдвига. Представлены обобщенные дифференциальные уравнения для
некоторых стационарных конфигураций вихрей. Предложена процедура тестирования полиномов
для определения стационарных конфигураций вихрей. Разработан алгоритм тестирования полино-
мов, позволяющий проверить, являются ли тестируемые полиномы решением обобщенного ДУ не-
которой стационарной конфигурации вихрей. Для проверки полиномов, исходя из тестируемых по-
линомов и обобщенного дифференциального уравнения, составляется система алгебраических
уравнений относительно параметров обобщенного ДУ. Существование решения этой системы со-
ответствует тому, что тестируемые полиномы удовлетворяют рассматриваемой стационарной кон-
фигурации. Описана архитектура и алгоритм работы программы, автоматизирующей тестирование
полиномов для определения стационарных конфигураций вихрей.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Движение системы  точечных вихрей на
плоскости описывается системой уравнений [9]

(1.1)

где  – комплексная координата -го
точечного вихря,  – его интенсивность,  озна-
чает комплексное сопряжение к . Штрих возле
знака суммы здесь и далее будет означать, что
суммирование производится по всем индексам,
которые не обращают в нуль знаменатель члена
суммирования.

Известно, что система (1.1) допускает реше-
ния, при которых геометрия положения точеч-
ных вихрей на плоскости в любой момент време-
ни подобна геометрии начального положения то-
чечных вихрей. Такие начальные положения

точечных вихрей называются стационарными, и
можно показать, что соответствующие им движе-
ния вихрей бывают 4-х типов: равновесие (непо-
движные вихри), трансляция (равномерное и
прямолинейное движение вихрей), относитель-
ное равновесие (равномерно-вращательное дви-
жение вихрей) и коллапс (стягивание вихрей в
одну точку или разбегание вихрей из одной точ-
ки). Стационарные положения точечных вихрей,
получаемые друг из друга растяжением, сдвигом и
поворотом плоскости, являются эквивалентны-
ми: эти преобразования сохраняют характер дви-
жения вихрей. Классы эквивалентности стацио-
нарных положений точечных вихрей называют
конфигурациями [2].

На данный момент исследователями обнару-
жено и изучено множество конфигураций точеч-
ных вихрей на плоскости [3–5]. Для исследова-
ния свойств конфигураций вихрей был разрабо-
тан метод, названный методом порождающих
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полиномов [6, 7]. Этот метод позволяет получать
для некоторых конфигураций вихрей дифферен-
циальные уравнения (в этой работе будем назы-
вать их “порождающими ДУ”), полиномиальные
решения которых – порождающие полиномы –
с необходимостью определяют некоторое стацио-
нарное положение вихрей.

На данный момент не разработан способ, поз-
воляющий для произвольного полинома точно
определить, соответствует ли он некоторой кон-
фигурации вихрей. При этом не для всех порож-
дающих ДУ доказано, что для них известны все
полиномиальные решения. Так, например, дол-
гое время не было известно, что полиномы Адле-
ра–Мозера не являются уникальными полино-
миальными решениями уравнения Ткаченко,
связанного с равновесной конфигурацией вихрей
разных знаков, но равной по модулю интенсив-
ности [8].

Таким образом, единственным доступным сей-
час способом проверить, определяют ли заданные
полиномы некоторую конфигурацию вихрей,
является перебор порождающих ДУ известных
конфигураций и проверка каждого из них на соот-
ветствие ему заданных полиномов (назовем всю
процедуру “тестирование полиномов”). Такая про-
верка не может позволить утверждать, что тести-
руемые полиномы не определяют никакую кон-
фигурацию вихрей, поскольку кроме тех, что уже
известны, могут существовать и другие конфигу-
рации вихрей. Однако тестированием полиномов
возможно обнаружить, если таковые существуют,
ранее неизвестные полиномиальные решения по-
рождающих ДУ известных конфигураций вихрей.

Порождающие ДУ, представленные в перио-
дической литературе, часто связаны с некоторым
конкретным стационарным положением вихрей,
представляющим всю конфигурацию, выбран-
ным из соображений удобства. Например, при
исследовании некоторой конфигурации, центр
завихренности (если он существует) принято сов-
мещать с началом системы координат. Это при-
водит к тому, что порождающее ДУ, полученное
для некоторого конкретного стационарного по-
ложения вихрей, в общем случае может не обра-
щаться в тождество порождающим полиномом
другого стационарного положения вихрей из этой
же конфигурации. Для решения этой проблемы в
работе предложена процедура обобщения диффе-
ренциального уравнения – внесения в ДУ пара-
метров, связанных с преобразованиями плоско-
сти, сохраняющими углы.

Данная работа посвящена описанию про-
граммного обеспечения, автоматизирующего те-
стирование полиномов. Вторая часть работы бу-
дет посвящена получению порождающих ДУ. В
третьей части будет описана процедура обобще-
ния порождающих ДУ. В четвертой части работы

будут описаны архитектура и алгоритм работы
программного обеспечения для тестирования по-
линомов.

2. ПОРОЖДАЮЩИЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Суть метода порождающих полиномов заклю-
чается в отождествлении множества точечных
вихрей, заданных набором комплексных коорди-
нат , , с полиномом

(2.1)

и использовании этой связи для определения
свойств конфигурации вихрей. Полином (2.1) на-
зывается порождающим полиномом для соответ-
ствующего множества точечных вихрей.

Исходя из определения (2.1), получаются вы-
ражения для производных от :

(2.2)

(2.3)

и т.д.
Из равенств вида (2.2), (2.3) для производных

полиномов и конкретного вида системы (1.1),
определяемого изучаемой конфигурацией вих-
рей, с помощью алгебраических преобразований
получают порождающие ДУ – дифференциальные
уравнения, полиномиальные решения которых с
необходимостью будут определять стационарные
положения вихрей, входящие в изучаемую кон-
фигурацию.

Таким образом, например, для конфигурации
из  вихрей равной интенсивности, расположен-
ных на прямой, находящихся в относительном
равновесии, с помощью метода порождающих
полиномов можно получить порождающее ДУ [4]

(2.4)

Известно, что полиномы Эрмита степени 
являются единственными полиномиальными ре-
шениями (2.4). Полином Эрмита степени  яв-
ляется порождающим полиномом для множества
из  вихрей интенсивности , располо-
женных на оси действительных чисел, где  – уг-
ловая скорость вращения вихрей вокруг центра
координат.

Порождающим ДУ равновесной конфигура-
ции вихрей разных знаков, но равной по модулю
интенсивности, является уравнение Ткаченко:

(2.5)
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где  и  – порождающие полиномы для по-
ложительных и отрицательных вихрей системы
соответственно. Как было указано выше, поли-
номы Адлера–Мозера не являются уникальными
полиномиальными решениями уравнения Тка-
ченко [8]. В этом заключается необходимость те-
стирования полиномов на удовлетворение по-
рождающих ДУ вместо сравнивания полиномов
непосредственно с порождающими полиномами
известных конфигураций. Такой подход позво-
лит исключить ложноотрицательные результаты
при тестировании полиномов.

В случае  ( ) вихрей интенсив-
ности , расположенных на прямой, один из них
(“центральный”) будет располагаться в центре за-
вихренности. Очевидно, что система будет так же
вращаться вокруг центра завихренности, если ин-
тенсивность центрального вихря будет отличать-
ся от интенсивностей остальных вихрей. Пусть
интенсивность центрального вихря будет равна

. Тогда порождающий полином рассматривае-
мой конфигурации выражается через обобщен-
ный полином Лагерра  [3]:

(2.6)

где .
Получим теперь в явном виде порождающее ДУ,

связанное с рассматриваемой конфигурацией.
Уравнение, определяющее обобщенный поли-
ном Лагерра :

(2.7)

Из (2.6) получим выражения для первой и вто-
рой производных от :

(2.8)

(2.9)

В точке  из (2.7) получим следующее соотно-
шение:

(2.10)

Подставив в (2.9) ,  и , выра-
женные из (2.10), (2.8) и (2.6) соответственно, по-
лучаем дифференциальное уравнение относи-
тельно :

(2.11)

Параметры  и ,  и  связаны, согласно (2.6),
соотношениями

(2.12)
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С учетом (2.12) уравнение (2.11) примет вид

(2.13)

Это уравнение и будет порождающим ДУ рас-
сматриваемой конфигурации, которое теперь
возможно использовать для тестирования поли-
номов.

Порождающие ДУ обычно связаны с конкрет-
ными стационарными положениями вихрей (по-
лучены с некоторыми допущениями, упрощаю-
щими вывод уравнений). Чтобы обобщить по-
рождающее ДУ на всю конфигурацию вихрей,
необходимо провести процедуру обобщения диф-
ференциального уравнения.

3. ОБОБЩЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

Проблема, решаемая обобщением дифферен-
циальных уравнений – внесением в них парамет-
ров, связанных с преобразованиями сдвига, рас-
тяжения и поворота – заключается в том, что если
полином  является решением дифференци-
ального уравнения  порядка :

(3.1)

то в общем случае полином , где
, решением уравнения  не является,

хотя если  определяет стационарное положе-
ние вихрей, то  при  так же опреде-
ляет стационарное положение вихрей [2].

Для решения этой задачи необходимо из ис-
ходного уравнения  получить обобщенное
уравнение , содержащее дополнительные
параметры  и , решением которого был бы
всякий полином  (т.е. для любых

, ) при  и .
Производные порядка  от полиномов  и

 связаны соотношениями
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Выразив из (3.2) значения  для
 и подставив в (3.3), получим диффе-
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Таким образом, искомое обобщенное уравне-
ние  будет связано с исходным уравнением
следующим соотношением:

Представим обобщения уравнений рассмот-
ренных ранее конфигураций. Обобщенное урав-
нение для (2.4) имеет следующий вид:

Для (2.13) имеем

Обобщенное уравнение для (2.5) совпадает с
исходным уравнением.
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4. АРХИТЕКТУРА И АЛГОРИТМ РАБОТЫ 
ПРОГРАММЫ

Архитектура программы реализована следую-
щим образом. Сущность программы, выполняю-
щую тестирование полиномов на соответствие
некоторой конфигурации вихрей, назовем клас-
сификатором. Каждой конфигурации вихрей со-
ответствует свой классификатор. Классификато-
ры в реализации программы представляют собой
процедуры в языке программирования Maple.
Каждый классификатор содержит следующую
информацию о соответствующей ему конфигура-
ции: словесное описание конфигурации, количе-
ство полиномов, необходимых для определения
конфигурации (текущая версия программы под-
держивает классификаторы для одного полинома
и пары полиномов), порождающее ДУ конфигу-
рации. Все классификаторы собраны в единый
программный модуль. Блок-схема алгоритма те-
стирования полиномов классификатором изоб-
ражена на рис. 1.

Полиномы  и  подаются в аргументы про-
цедуры классификатора. Второй аргумент клас-
сификатора имеет значение по умолчанию, рав-
ное нулю, и поэтому на вход классификатора
можно подавать только полином . Классифика-
тор выполняет проверку на соответствие количе-
ства введенных полиномов, не равных константе,
количеству полиномов, необходимых для опреде-
ления связанной с ним конфигурации. В случае
несоответствия классификатор выдает заключе-
ние о несоответствии введенных полиномов свя-
занной с ним конфигурации вихрей (возвращает
значение false).

Далее производится обобщение порождающе-
го ДУ классификатора, и полиномы  и  под-
ставляются в обобщенное порождающее ДУ, со-
ответствующее конфигурации вихрей классифи-
катора. В результате получается полином 
с ненулевыми коэффициентами, в которые вхо-
дят параметры из исходного дифференциального
уравнения, а также параметры  и , которые мог-
ли появиться в результате обобщения порождаю-
щего ДУ.

Чтобы дать заключение о том, образуют ли
корни полиномов  и  конфигурацию вихрей
классификатора, решается система уравнений
относительно параметров обобщенного уравне-
ния, получаемая в результате приравнивания ко-
эффициентов полинома  при степенях 
к нулю.

При существовании решения составленной
системы, классификатором возвращаются значе-
ния параметров, при которых полиномы  и 
удовлетворяют обобщенному уравнению, и дела-
ется вывод о соответствии полиномов конфигу-

P Q

P

P Q

( , )E P Q

a b

P Q

( , )E P Q z

P Q

Рис. 1. Блок-схема алгоритма работы классификатора.
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рации вихрей, связанной с классификатором.
Иначе, классификатор возвращает значение false.

В отдельном программном модуле реализова-
ны служебные процедуры, которые используются
в теле процедуры классификаторов: процедура
для получения обобщенного ДУ из исходного,
процедура для подстановки полиномов в обоб-
щенное уравнение, процедура для составления и
решения системы уравнений относительно пара-
метров обобщенного уравнения. Таким образом,
за счет сокрытия реализации и использования
универсальных (не зависящих от конфигурации
вихрей, подаваемых на вход полиномов) проце-
дур, получена возможность однообразно описы-
вать классификаторы, что делает тривиальной за-
дачу добавления в программу новых классифика-
торов.

Основная процедура программы принимает на
вход один или два полинома и перебором тести-
рует эти полиномы всеми описанными в соответ-
ствующем программном модуле классификато-
рами. При соответствии введенных полиномов
некоторой конфигурации вихрей выводится опи-
сание этой конфигурации и строится график с
изображением корней заданных полиномов на
комплексной плоскости. Результат работы про-
граммы представлен на рис. 2, 3.

Рис. 2. Тестирование одного полинома.

2.0

restart;
read   ''vp/VortexPolynomials.mpl'' : 
with (ortexPolynomials) :
pol   := expand (z*LaguerreL (3, 2,  z^2)):
pol   := subs (z=exp(I/2) *z�1*exp(I),   pol);

pol:=10e z � �

# Вихрь интенсивности p� и 2n вихрей
# интенсивности �, расположенные на прямой,
#
cls  ( p : :polynom(algebraic,  z) ,   q: :polynom(algebraic, z)    : = 0,

{  verbose : :boolean   : = false     },   s  )

_a=�e ,_b=e,_p= 5
2

,

равномерно вращающиеся как твердое тело.

>

>

check_polynoms (pol)>

1.5

1.0

0.5

0
�0.5

321�1�2

�
�
�

10e 10 +� z �e� z �e� z �e�e e e5
2
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� �
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� �

�
�

� 1
6

�
�
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� �

Рис. 3. Тестирование пары полиномов.

a   := 1:   b  :=  1:

q   := z^3+a:
p   := subs (z=exp(I*4/5) *z+1*exp(I),   3*p) ;
q   := subs (z=exp(I*4/5) *z+1*exp(I),   3*q) ;

p   := z^6+5*a*z^3+b*z�5*a^2:
>

check_polynoms (p, q)>

1.0

0.5

�0.5

�1.0

�1.5

0.5�1.5 �0.5

p:=3 + 15 � 15+ 3z +e� z +e� z +3e �e e e


�

� �
� 


�
� 


�
�

q:=3 + 3z +e�e


�

�
�

# Вихри равной по модулю интенсивности, но
# разных знаков, находящиеся в равновесии.
cls  ( p : :polynom(algebraic,  z) ,   q: :polynom(algebraic, z)

{  verbose : :boolean   : = false     },   s  )

{{ }}
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БАЙРАМУКОВ и др.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Получено порождающее ДУ для конфигура-

ции вихрей из  вихрей интенсивности , лежа-
щих на прямой, и одного вихря интенсивности ,
расположенного в центре завихренности.

Разработан алгоритм тестирования полино-
мов, не чувствительный к сдвигу, повороту и рас-
тяжению его корней (за счет процедуры обобще-
ния порождающих ДУ конфигураций вихрей).

Разработано программное обеспечение, поз-
воляющее автоматизировать тестирование поли-
номов на соответствие их корней некоторой кон-
фигурации вихрей. Код программы написан на
языке программирования Maple.
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Abstract—A differential equation is obtained in an explicit form for a system of 2n vortices of intensity Γ lying
on a straight line and one vortex of the intensity pΓ located in the vorticity center, the polynomial solutions
of which determine stationary positions of the vortices included in this configuration. The procedure of gen-
eralization of differential equations related to the stationary positions of vortices to a general differential equa-
tion for a stationary configuration of vortices is substantiated. An algorithm for generalizing differential equa-
tions is described by introducing parameters into differential equations that reflect the equivalence of the sta-
tionary positions of vortices that are obtained from each other by transformations of rotation, stretching, and
shear. Generalized differential equations are presented for some stationary configurations of vortices. A pro-
cedure of testing polynomials for determining the stationary configurations of vortices is proposed. An algo-
rithm for testing polynomials has been developed, which makes it possible to check whether the tested poly-
nomials are solutions of the generalized differential equation of some stationary configuration of vortices.
To test polynomials, based on the tested polynomials and the generalized differential equation, a system of
algebraic equations is compiled with respect to the parameters of the generalized differential equation.
The existence of a solution to this system corresponds to the fact that the tested polynomials satisfy the con-
sidered stationary configuration. The architecture and operation algorithm of the program that automates the
testing of polynomials to determine the stationary configurations of vortices is described.
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