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 В работе исследованы аналитические свойства дисперсионных соотношений уравнения внутренних гра-

витационных волн с модельными и произвольными распределениями частоты плавучести. Для аналитиче-

ского решения задачи использовано модельное распределение частоты плавучести, которое применяется в 

прикладных океанологических расчетах при наличии сезонного термоклина. Получены неявные формы 

дисперсионных зависимостей, которые выражаются через функцию Бесселя действительного индекса. Для 

волновых чисел, отличных от нуля, предложен асимптотический метод исследования дисперсионного соот-

ношения, основанный на построении равномерных асимптотик функций Бесселя для больших значений 

действительного индекса и аргумента, которые выражаются через функции Эйри. Для произвольного рас-

пределения частоты плавучести с помощью метода возмущений и метода ВКБ получены асимптотические 

представления дисперсионных соотношений при малых волновых числах. Построенные в работе решения 

позволяют в дальнейшем рассчитывать амплитудно-фазовые характеристики полей внутренних гравитаци-

онных волн с модельными и произвольными распределениями частоты плавучести. 
 

Ключевые слова: стратифицированная среда, внутренние гравитационные волны, частота плавучести, 

волновая мода, дисперсионное соотношение. 

DOI: 10.26583/vestnik.2023.212 

 
В современных научных исследованиях при 

анализе динамики внутренних гравитационных 

волн (ВГВ) в природных стратифицированных 

средах (океан, атмосфера Земли) широко ис-

пользуются различные аналитические модели 

волновой генерации [1–5]. Численные модели 

не позволяют эффективно рассчитывать кон-

кретные физические задачи волновой динамики 

океана и атмосферы с учетом их реальной из-

менчивости, ориентированы на решение доста-

точно общих задач, требуют большой вычисли-

тельной мощности, не всегда учитывают физи-

ческую специфику решаемых задач, что суще-

ственно ограничивает их практическую приме-

нимость. Кроме того, использование мощных 

численных алгоритмов требует верификации и 

сравнения с решениями модельных задач. В ре-

зультате проведения модельных расчетов вол-

новая система может быть приближена к 

наблюдаемым в натурных условиях волновым 

картинам, что позволяет оценить физические 

параметры реальных источников возбуждения 

ВГВ в природных стратифицированных средах 

[4, 6–9]. В линейном приближении существую-

щие подходы к описанию волновой картины 

возбуждаемых полей ВГВ основаны на пред-

ставлении волновых полей интегралами Фурье 

и анализе получаемых интегральных решений 

[1, 10–13].  

Цель настоящей работы – изучение аналити-

ческих свойств дисперсионных соотношений 

уравнения внутренних гравитационных волн с 

модельными и произвольными распределения-

ми частоты плавучести. 

Рассмотрим стационарную картину линей-

ных внутренних гравитационных волн, генери-

руемых точечным источником мощности 𝑞 в 

потоке стратифицированной среды, имеющим 

скорость 𝑉, невозмущенную плотность ρ0(𝑧) и 

занимающую область (слой) 0 < 𝑧 < 𝐻, ось 𝑧 

направлена вниз. Источник расположен в точке 
(0,  0,  𝑧0), 0 < 𝑧0 < 𝐻. Тогда смещение изопик 

η = η(ξ,  𝑦,  𝑧,  𝑧0) в приближении Буссинеска и 

«твердой крышки» представимо в виде суммы 

волновых мод [5, 10, 13] 
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η = ∑η𝑛

∞

𝑛=1

, η𝑛 =
𝑖𝑞𝑉

4π2
∫ 𝑑𝜈 ∫ exp(−𝑖(𝜈𝑦 + μξ))

μω𝑛
2(𝑘)

(μ2𝑉2 −ω𝑛
2(𝑘))𝑘2

φ𝑛(𝑧, 𝑘)
𝜕φ𝑛(𝑧0, 𝑘)

𝜕𝑧0
𝑑μ

∞

−∞

∞

−∞

, 

 

где собственные функции φ𝑛(𝑧, 𝑘) и собствен-

ные значения ω𝑛(𝑘) (дисперсионные кривые) 

определяются из решения соответствующей 

однородной спектральной задачи [1, 5] 
 

𝜕2φ𝑛(𝑧,𝑘)

𝜕𝑧2
+ 𝑘2 (

𝑁2(𝑧)

ω𝑛
2(𝑘)

− 1)φ𝑛(𝑧, 𝑘) = 0, 
 

𝑘2 = μ2 + 𝜈2,                      (1) 
 

φ𝑛(𝑧, 0) = φ𝑛(𝑧, 𝐻) = 0,  
 

где 𝑁2(𝑧) =
𝑔

ρ0(𝑧)

𝑑ρ0(𝑧)

𝑑𝑧
 – квадрат частоты Брен-

та-Вяйсяля (частоты плавучести); 𝑔 – ускорение 

свободного падения.  

Спектральная задача (1) имеет полную орто-

нормированную (с весом 𝑁2(𝑧) ) систему соб-

ственных функций φ𝑛(𝑧, 𝑘) и соответствующий 

набор собственных значений ω𝑛(𝑘) [1, 5]. Для 

произвольного распределения частоты плавуче-

сти эта задача допускает только численное ре-

шение. В прикладных океанологических расче-

тах для изучения динамики ВГВ достаточно 

часто используется следующее модельное пред-

ставление частоты плавучести в виде [4, 14, 15]: 

𝑁(𝑧) = 0 при 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ; 𝑁(𝑧) = 𝑁0 exp(−α(𝑧 − 

−ℎ)) при ℎ ≤ 𝑧 ≤ 𝐻, которое позволяет иссле-

довать задачу аналитически. Для этой модель-

ной стратификации собственные функции 

φ𝑛(𝑧, 𝑘) могут быть найдены аналитически [16, 

17] 

φ𝑛(𝑧, 𝑘) =
1

𝐿𝑛
sin ℎ(𝑘𝑧) при0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ, 

 

φ𝑛(𝑧, 𝑘) =
1

𝐿𝑛
(𝐶𝑛

1𝐽λ(β𝑛(𝑧)) +

+ 𝐶𝑛
2𝑌λ(β𝑛(𝑧)))приℎ ≤ 𝑧 ≤ 𝐻, 

 

𝐶𝑛
1,2 =

𝑑𝑛
1,2

𝐷𝑛
,  β𝑛(𝑧) = λ

𝑁(𝑧)

ω𝑛(𝑘)
,  λ =

𝑘

α
, 

 

𝑑𝑛
1 =

ω𝑛(𝑘)

𝑁0
cos ℎ(𝑘ℎ)𝑌λ(β𝑛(ℎ)) +

+ sin ℎ(𝑘ℎ)𝑌λ
′(β𝑛(ℎ)), 

 

𝑑𝑛
2 = −

ω𝑛(𝑘)

𝑁0
cos ℎ(𝑘ℎ)𝐽λ(β𝑛(ℎ)) −

− sin ℎ(𝑘ℎ)𝐽λ
′(β𝑛(ℎ)), 

 

𝐷𝑛 = 𝐽λ(β𝑛(ℎ))𝑌λ
′(β𝑛(ℎ)) − 𝐽λ

′(β𝑛(ℎ))𝑌λ(β𝑛(ℎ)), 
 

𝐿𝑛 = (∫ 𝑁2(𝑧)(𝐶𝑛
1𝐽λ(β𝑛(𝑧)) +

𝐻

ℎ

+𝐶𝑛
2𝑌λ(β𝑛(𝑧)))

2𝑑𝑧)1/2, 
 

где 𝐽λ, 𝑌λ – функции Бесселя действительного 

индекса λ. Тогда из условия обращения в нуль 

собственной функции φ𝑛(𝑧, 𝑘) при 𝑧 = 𝐻 для 

каждой волновой моды можно получить неяв-

ную форму дисперсионного соотношения  

𝑑𝑛
1𝐽λ (λ

𝑁(𝐻)

ω𝑛(𝑘)
) + 𝑑𝑛

2𝑌λ (λ
𝑁(𝐻)

ω𝑛(𝑘)
) = 0, (2) 

 

решение которого представляет определенную 

вычислительную трудность.  

При малых значениях волнового числа 𝑘 

аналитические свойства дисперсионных кривых 

ω𝑛(𝑘) (в виде ряда по нечетным степеням 𝑘 ) и 

собственных функций φ𝑛(𝑧, 𝑘) (в виде ряда по 

четным  степеням  𝑘)  определяются  из  задачи 

(1)  с  помощью  метода  возмущений  [5]: 

ω𝑛(𝑘) = 𝑐𝑛𝑘 + 𝑎𝑛𝑘
3 +⋯ , φ𝑛(𝑧, 𝑘) = φ𝑛0(𝑧) +

φ𝑛2(𝑧)𝑘
2 +⋯ ,φ𝑛0(0) = φ𝑛0(𝐻) = 0, φ𝑛2(0) =

= φ𝑛2(𝐻) = 0. Тогда для нахождения 𝑐𝑛, 
φ𝑛0(𝑧) получается краевая задача с нулевыми 

граничными условиями 
 

𝑑2𝜑𝑛0(𝑧)

𝑑𝑧2
+

𝑁2(𝑧)

𝑐𝑛
2 φ𝑛0(𝑧) = 0.        (3) 

 

Значение 𝑎𝑛 находится из соотношения 
 

𝑎𝑛 =
1

2
𝑐𝑛
3∫ φ𝑛0

2 (𝑧)𝑑𝑧
𝐻

0

. 

 

Далее, учитывая нормировку собственных 

функций φ𝑛(𝑧, 𝑘) , можно получить  
 

∫ 𝑁2(𝑧)φ𝑛0
2 (𝑧)𝑑𝑧 = 1

𝐻

0
, 

∫ 𝑁2(𝑧)φ𝑛0(𝑧)φ𝑛2(𝑧)𝑑𝑧 = 0
𝐻

0
. 

 

Тогда функцию φ𝑛2(𝑧) можно представить в 

виде ряда: φ𝑛2(𝑧) = ∑ 𝐹𝑚𝑚≠𝑛 φ𝑚0(𝑧) , где  
 

𝐹𝑚 =
∫ φ𝑛0(𝑧)φ𝑚0(𝑧)𝑑𝑧
𝐻

0

𝑐𝑛
−2−𝑐𝑚

−2 (𝑚 ≠ 𝑛). 
 

При достаточно больших значениях номера 

моды 𝑛 задача (3) решается в ВКБ приближе-

нии: 

φ𝑛0(𝑧) =
𝐴

√𝑁(𝑧)
sin (

1

𝑐𝑛
∫ 𝑁(𝜏)𝑑𝜏
𝑧

0
), 

 

𝑐𝑛 =
∫ 𝑁(𝑧)𝑑𝑧
𝐻

0

𝑛𝜋
, 

 

𝑎𝑛 =
1

2(𝑛𝜋)3
(
1

2
∫ 𝑁(𝑧)𝑑𝑧
𝐻

0
)
2

∫
𝑑𝑧

𝑁(𝑧)

𝐻

0
,  

 

𝐴 = (
1

2
∫ 𝑁(𝑧)𝑑𝑧
𝐻

0
)
−1/2

. 
 

При значениях волнового числа 𝑘, отличных 

от нуля, можно, при достаточно малых значени-

ях параметра α, характеризующего степень вер-
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тикальной изменчивости частоты плавучести, 

построить равномерную (попараметруλ =
𝑘

α
)  

асимптотику функции 𝐽λ(λ𝑥) при λ → ∞ и про-

извольных значениях 𝑥. Поэтому для исследо-

вания аналитических свойств дисперсионного 

соотношения (2) представляет интерес постро-

ить равномерную (по параметру λ) асимптотику 

функции 𝐽λ(λ𝑥) при λ → ∞ и произвольных зна-

чениях 𝑥. Функция Φ = 𝐽λ(λ𝑥) удовлетворяет 

уравнению Бесселя порядка λ [17]: 
 

𝑥2Φ′′ + 𝑥Φ′ + λ2(𝑥2 − 1)Φ = 0.            (4) 
 

Перейдем в (4) к новой функции Φ =
𝑢(𝑥)

√𝑥
 . В 

результате можно получить  
 

𝑢′′ + (λ2𝑞1(𝑥) + 𝑞2(𝑥))𝑢 = 0, 
 

𝑞1(𝑥) = 1 −
1

𝑥2
, 𝑞2(𝑥) =

1

4𝑥2
 .           (5) 

 

Далее, следуя общим алгоритмам построения 

равномерных асимптотик функций Бесселя, вы-

полним переход к новой независимой перемен-

ной 𝑠 и новой функции 𝑣(𝑠): 𝑠 = φ(𝑥), 𝑣 =       

= ψ(𝑥)𝑢(𝑥), где функции φ(𝑥),ψ(𝑥) подлежат 

определению [18]. Тогда из (5) можно получить 
 

𝑑2𝑣

𝑑𝑠2
+ (φ′′ −

2ψ′φ′

ψ
)
𝑑𝑣

𝑑𝑠
+  

 

+(λ2
𝑞1

(𝜑′)2
+

𝑞2
(𝜑′)2

−
ψ′′

ψ(φ′)2
+

2(ψ′)
2

ψ2(φ′)2
) 𝑣 = 0. (6) 

 

Для преобразования уравнения (6) потребу-

ем, чтобы коэффициент при 
𝑑𝑣

𝑑𝑠
 был равен нулю: 

φ′′ −
2ψ′φ′

ψ
= 0. Тогда, интегрируя это уравне-

ние имеем: ψ = √φ′. Далее требуя, чтобы 

λ2
𝑞1

(φ′)2
= 𝑠 = φ(𝑥), можно получить явные вы-

ражения для функции φ(𝑥) в виде  
 

φ(𝑥) = (
3

2
λ (√𝑥2 − 1 − arccos

1

𝑥
))

2/3

  

при𝑥 > 1, 
 

φ(𝑥) = −(
3

2
λ (−√1 − 𝑥2 − ln

1+√1−𝑥2

τ
))

2/3

  

при𝑥 < 1. 
 

В результате уравнение (6) представимо в 

форме 
𝑑2𝑣

𝑑𝑠2
+ (𝑠 + δ)𝑣 = 0,  

δ =
𝑞2

(φ′)2
−

ψ′′

ψ(φ′)2
+

2(ψ′)2

ψ2(φ′)2
, 

 

где δ = 𝑂 (
1

√λ
) и 𝑠 = φ(𝑥) = 𝑂(λ2/3) при λ → ∞.  

Поэтому для главного члена асимптотики полу-

чается уравнение Эйри: 
𝑑2𝑣

𝑑𝑠2
++𝑠𝑣 = 0, ограни-

ченное решение которого: 𝑣(𝑠) = 𝐶Ai(−𝑠) =      

= 𝐶Ai(−φ(𝑥)), где 
 

Ai(Θ) =
1

2π
∫ cos(τΘ +

τ3

3
) 𝑑τ

∞

−∞
. 

 

Тогда асимптотика функции 𝐽λ(λ𝑥) при    

λ → ∞ имеет вид 

𝐽λ(λ𝑥)~
𝑢

√𝑥
=

𝐶Ai(−φ(𝑥))

ψ(𝑥)√𝑥
,  ψ(𝑥) = √

λ

𝑥
√
𝑥2−1

φ(𝑥)

4
. 

 

Значение постоянной 𝐶 определяется из 

условий сшивки соответствующих асимптоти-

ческих разложений. Для этого можно заметить, 

что при 𝑥 → 0 и фиксированных значениях λ 
 

φ(𝑥)~−(
3

2
λ(ln 2 − 1 − ln 𝑥))

2/3
, 

 

Ai(−φ(𝑥))~
exp(−

2

3
(−φ(𝑥))3/2)

2√π(−φ(𝑥))1/4
~

(
𝑒𝑥

2
)
λ

2√π(−φ(𝑥))1/4
, 

𝐽λ(λ𝑥)~
𝐶(

𝑒𝑥

2
)
λ

2√πλ
.                      (7) 

 

С другой стороны, при λ → ∞ и фиксированных 

малых значениях 𝑥 [17] 

𝐽λ(λ𝑥)~
(
𝑒𝑥

2
)
λ

Γ(λ+1)
~

(
𝑒𝑥

2
)
λ

√2πλ
,                     (8) 

 

где Γ – гамма функция Эйлера. Сравнивая вы-

ражения (7) и (8), получаем 𝐶 = √2 . В резуль-

тате равномерная по переменной 𝑥 на луче 

[0;+∞) асимптотика функции Бесселя 𝐽𝜆(𝜆𝑥) 
при 𝜆 → ∞ имеет вид 
 

𝐽λ(λ𝑥)~√
2

λ
Ai(−φ(𝑥))√

φ(𝑥)

𝑥2−1

4
.(9) 

 

Результаты расчетов функции Бесселя 𝐽λ(λ𝑥) 
и равномерной асимптотики по формуле (9) для 

различных значений действительного индекса λ 

представлены на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. Функция Бесселя 𝑦(𝑥) = 𝐽λ(λ𝑥) –  

сплошная линия, равномерная асимптотика –  

штриховая линия: кривая 1 – λ = 0.5,  

кривая 2 – λ = 1, кривая 3 – λ = 2
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Асимптотический анализ поведения функ-

ций Бесселя 𝑌λ можно провести аналогично 

[18], что дает возможность эффективно рассчи-

тывать неявную форму дисперсионного соот-

ношения (2).  

Таким образом, в работе исследованы анали-

тические свойства дисперсионных соотношений 

уравнения внутренних гравитационных волн с 

модельными и произвольными распределения-

ми частоты плавучести. Для аналитического 

решения задачи использовано модельное рас-

пределение частоты плавучести, которое при-

меняется в прикладных океанологических рас-

четах для изучения динамики внутренних гра-

витационных волн, в частности при наличии 

сезонного термоклина. Замечательной особен-

ностью Мирового океана является наличие та-

кого слоя – пространственной области сравни-

тельно быстрого изменения температуры и в то 

же время области большой устойчивости часто-

ты плавучести. Зависимость частоты Брента–

Вяйсяля от глубины в модельном представле-

нии может отличаться от эмпирических зависи-

мостей, которые, однако, могут характеризо-

ваться наличием в верхнем слое океана слоя с 

почти постоянной стратификацией, лежащего 

на подстилающим слое слабой стратификации и 

большой глубины. Модельное распределение 

частоты плавучести позволяет исследовать за-

дачу аналитически, в то время как использова-

ние эмпирических зависимостей требует при-

менения только численных методов. Основные 

качественные результаты по описанию динами-

ки внутренних гравитационных волн, как пра-

вило, не сильно зависят от конкретной аналити-

ческой формы аппроксимации частоты плавуче-

сти. Получены неявные формы дисперсионных 

зависимостей, которые выражаются через 

функцию Бесселя действительного индекса. Для 

волновых чисел, отличных от нуля, предложен 

асимптотический метод исследования неявного 

дисперсионного соотношения, основанный на 

построении равномерных асимптотик функций 

Бесселя для больших значений действительного 

индекса и аргумента, которые выражаются че-

рез функции Эйри. Дальние поля внутренних 

гравитационных волн вблизи волновых фронтов 

определяются свойствами дисперсионного со-

отношения при малых волновых числах. По-

этому для произвольного распределения часто-

ты плавучести с помощью метода возмущений 

и метода ВКБ получены асимптотические пред-

ставления дисперсионных соотношений при 

малых волновых числах. Построенные в работе 

решения позволяют в дальнейшем рассчитывать 

амплитудно-фазовые характеристики полей 

внутренних гравитационных волн с модельны-

ми и произвольными распределениями частоты 

плавучести. Наибольший выигрыш при исполь-

зовании данного подхода можно получить при 

исследовании эволюции волновых пакетов, воз-

буждаемых распределенными в пространстве 

возмущениями, так как, используя операцию 

свертки, можно рассчитывать волновые поля от 

нелокальных источников возмущений различ-

ной физической природы. Полученные анали-

тические результаты с различными значениями 

входящих в них параметров позволяют в даль-

нейшем проводить оценку и экспресс-анализ 

характеристик пакетов внутренних гравитаци-

онных волн, наблюдаемых в реальных океани-

ческих условиях.  
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In this paper we investigated the analytical properties of the dispersion relations of the equation of 

internal gravity waves with model and arbitrary distributions of the buoyancy frequency. For the analyt-

ical solution of the problem we used the model distribution of the buoyancy frequency, which is used in 

applied oceanological calculations in the presence of a seasonal thermocline. We have obtained implicit 

forms of dispersion dependences, which are expressed in terms of the Bessel function of the real index. 

For wave numbers other than zero, we proposed an asymptotic method for studying the dispersion rela-

tion, based on the construction of Bessel functions uniform asymptotics for large values of the real in-

dex and argument, which are expressed in terms of the Airy functions. For an arbitrary distribution of 

the buoyancy frequency, using the perturbation method and the WKBJ method, we obtained asymptotic 

representations of the dispersion relations for small wave numbers. The solutions constructed in this 

work make it possible to further calculate the amplitude-phase characteristics of the fields of internal 

gravity waves with model and arbitrary buoyancy frequency distributions. 
 

Keywords: stratified medium, internal gravity waves, buoyancy frequency, wave mode, dispersion rela-

tion.  
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