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1. ВЕДЕНИЕ
В настоящее время большой интерес проявля-

ется к исследованию уравнений с учетом выраже-
ний, учитывающих дисперсионные слагаемые
высокого порядка (см., наример, статьи [1, 4–11,
13–19]). В этой связи в данной работе рассматри-
вается обобщенное уравнение Кортевега–де Ври-
за в виде

(1)

где функция  характеризует отклонение от
положения равновесия в координате  в момент
времени ,  – целое число. Уравнение (1) явля-
ется обобщением некоторых хорошо известных
нелинейных уравнений в частных производных.
При  в (1) мы имеем знаменитое уравнение
Кортевега–де Вриза. В случае  получаем
уравнение Кавахары, а при  уравнение ста-
новится уравнением седьмого порядка, которое
рассматривалось в работах Николаевского В.Н.

Уравнение не относится к типу интегрируе-
мых уравнений и задача Коши для него в общем
случае при произвольном  не решается. Более
того, насколько известно автору данной работы,
точные решения уравнения при  до настоя-

щего времени не известны. Цель данной работы
показать, что уравнение (1) имеет решения в виде
уединенных волн при определенных ограничени-
ях на параметры уравнения.

Полагая в (1)

(2)

получаем после интегрирования по  обыкновен-
ное дифференциальное уравнение в виде

(3)

где  – произвольная постоянная.
В следующем разделе мы покажем, что уравне-

ние (3) прозвольного порядка имеет решение, ко-
торое приводит к уединенным волнам уравне-
ния (1).

2. ТЕОРЕМА О СУЩЕСТВОВАНИИ 
УЕДИНЕННЫХ ВОЛН УРАВНЕНИЯ (1) 

В СЛУЧАЕ ПРОИЗВОЛЬНОГО ЦЕЛОГО 
В этом разделе покажем, что уравнение (1)

имеет решение в виде уединенных волн при про-
извольном целом . Этот факт сформулируем в
виде следующей теоремы.

++ α β …2 2 1,
=1

= , ( = 1,2,3, ),
N

t n n x x
n

u u uu n

( , )u x t
x

t N

= 1N
= 2N

= 3N

N

> 3N

− 0( , ) = ( ) = ,u x t y z z x C t

z

α − − β
2

2 2 , 0 1
=1

2 2 = ,
N

n n x
n

y C y y C

1C

N

N

УДК 517.9

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
И ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 11  № 3  2022

УЕДИНЕННЫЕ ВОЛНЫ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ КОРТЕВЕГА–ДЕ ВРИЗА 219

Теорема. Фунция

(4)

является решением уравнения (3), где  – произ-
вольная постоянная и  – целое число.

Доказательство. Можно заметить, что функция

(5)

является решением уравнения первого порядка в
виде

(6)

Поэтому функцию  можно записать в виде

(7)

(8)

Принимая во внимание метод математической
индукции мы получаем равенство

(9)

где  и  – полиномы от . Можно также заме-
тить, что

(10)
С учетом (9) и (10), можно найти параметр урав-
нения (3) в виде

(11)

При известном значении  можно вычислить
далее . Таким образом получаем,
что функция удовлетворяет уравнению (3).

3. УЕДИНЕННЫЕ ВОЛНЫ УРАВНЕНИЯ (1) 
ПРИ 

В качестве примера найдем условия для пара-
метров уравнения (1) двенадцатого порядка. С
этой целью в уравнении (1) возьмем . Реше-
ние уравнения (1) при  в соответствие с ука-
занной выше теоремой ищем в виде [22–27]

(12)
Подставляя (12) в уравнение (3) и учитывая про-
изводные от функции , получаем полином от
функции  в виде
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Коэффициенты этого полинома равны нулю. От-
куда находим условия на параметры уравнения (1)
для существования решения (12):
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Таким образом мы олучили, что решение урав-
нения (1) существует при ограничениях (14)–(17)
на параметры уравнения (1).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе рассмотрено обобщенное

уравнение Кортевега–де Вриза произвольного
порядка. Исходное уравнение не относится к
классу интегрируемых уравнений и задача Коши
не может быть решена методом обратной задачи
рассеяния. Однако уравнение в частных произ-
водных допускает преобразования сдвига по ко-
ординате и времени и следовательно позволяет
искать решения в переменных бегущей волны.
Таким образом решение уравнения ищется ис-
пользуя переменные бегущей волны. Используя
один из вариантов метода простейших уравнений
показано, что изучаемое уравнение имеет реше-
ния в виде уединенных волн. Конкретные вычис-
ления выполнены для уравнения двенадцатого
порядка, для которго найдены условия на пара-
метры уравнения при которых решение уравне-
ния выражается через эксоненциальные функ-
ции.
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