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1. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА 
В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ СИСТЕМЕ 

КООРДИНАТ
Система уравнений Максвелла при условии

отсутствия зарядов и электрического тока имеет
следующий вид [1–3]:

(1)

(2)

где вектор B с компонентами  задает маг-
нитное поле; вектор E с компонентами  –
электрическое поле;  – постоянная скорость
света.

С точки зрения математики система (1), (2) яв-
ляется переопределенной поскольку для шести
искомых функций – компонент векторов B и E –
присутствуют восемь уравнений: шесть в двух
векторных уравнениях (1) и еще двумя уравнени-
ями являются соотношения (2). Тем не менее, как
бы “лишние” уравнения (2) являются следствия-
ми объективных законов электромагнитных яв-
лений: первое уравнение из (2) передает отсут-

ствие других источников магнитного поля, вто-
рое есть следствие закона Кулона [4, с. 264, 265].
В теории уравнений с частными производными
соотношения типа (2) называют дополнительны-
ми дифференциальными связями для рассматри-
ваемой системы (1) и имеются методы исследова-
ния таких задач [5].

Система (1) в прямоугольных координатах в
подробной записи такая:

(3)

А соотношения (2) следующие

(4)

Из системы (3) с учетом соотношений (4) для
всех искомых функций с помощью стандартных
действий получаются волновые уравнения.

Например, для функции  первое
уравнение системы (3) дифференцируется по ,
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пятое уравнение по , шестое уравнение по  и
первое равенство из системы (4) по . В результа-
те получаются следующие уравнения:

Исключение из первого полученного уравнения
слагаемых  и  и последующая замена суммы

 на  дает волновое уравнение для
функции :

Далее вместо уравнений (1), (2) далее рассматри-
вается система уравнений Максвелла в виде (3), (4).

2. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА 
В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ 

КООРДИНАТ

В системах (3), (4) делается переход к цилин-
дрической системе координат по формулам

В этом случае производные по старым пере-
менным будут выражаться через производные по
новым переменным следующим образом:

И система (3) в цилиндрических кооординатах
имеет следующий вид (штрих у переменной 
опущен):
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Уравнения (4) в цилиндрической системе ко-
ординат становятся такими:

(6)

В систему (5) и в уравнения (6) в явном виде
через гармоники входит зависимость от полярно-
го угла  и поэтому в нетривиальные решения си-
стемы (5) зависимость от переменной  тоже бу-
дет входить в явном виде. В частности, если для
системы (5) при  задать непостоянные на-
чальные данные, зависящие только от , то при
построении решения этой задачи Коши в виде
ряда по степеням  уже в первые коэффициенты
ряда войдут в явном виде гармоники от . Напри-
мер:

3. ВВЕДЕНИЕ НОВЫХ ИСКОМЫХ 
ФУНКЦИЙ

Пусть на плоскости  в точке  задан
вектор , являющийся проекцией век-
тора  на плоскость  (см. рис. 1).

Обозначим через  – радиус-вектор точки  в
плоскости ,  – его полярный угол, а через

 – вектор, также лежащий в плоскости , пер-
пендикулярный вектору  и направленный влево
от  (см. рис. 1).

Проекции вектора  на  и  обозначим со-
ответственно  и :

Таким образом,  и  есть соответственно ради-
альная и окружная составляющие вектора

.
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Связь старых функций ,  с новыми функци-
ями ,  такая

(7)

(8)

Аналогичным образом (см. рис. 1, на котором
вектор  надо заменить на вектор ) проекции
вектора  на  и  обозначим соответственно 
и . Таким образом,  и  есть соответственно ра-

диальная и окружная составляющие вектора
.

В результате получается, что
(9)

(10)
С использованием соотношений (7)–(10) получа-
ется связь частных производных старых искомых
функций через новые. В итоге система уравнений
Максвелла в цилиндрических координатах и с
новыми искомыми функциями становится такой:

(11)

Далее делаются следующие тождественные
преобразования системы (11).

Если первое уравнение системы (11) умножить
на , а второе на  и результаты сложить, то
получиться следующее уравнение

Если первое уравнение системы (11) умножить на
, а второе на  и результаты сложить,

то получится следующее уравнение

Приведение подобных в третьем уравнении си-
стемы (11) приводит к такому уравнению

Если четвертое уравнение системы (11) умно-
жить на , а пятое на  и результаты сло-
жить, то получится следующее уравнение

Если четвертое уравнение системы (11) умножить
на , а пятое на  и результаты сложить,
то получится следующее уравнение

Приведение подобных в шестом уравнении
системы (11) приводит к такому уравнению

Итак, система (3) в цилиндрических коорди-
натах и при введении новых искомых функций
имеет следующий вид:

(12)
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В систему (12) не входит в явном виде, в отли-
чии от системы (5), зависимость от полярного
угла .

Отметим новый момент: система (12), в отли-
чии от системы (3), содержит в явном виде не
только производные от искомых функций, но и
сами функции в слагаемых:  и  – в тре-
тьем и шестом уравнениях системы (12).

Уравнения системы (6), записанные через но-
вые искомые функции, после приведения подоб-
ных эти уравнения образуют такую систему:

(13)

и в нее также не входит в явном виде зависимость
от полярного угла .

В результате системы (12), (13) представляют
систему равнений Максвелла в цилиндрической
системе координат, когда часть искомых функ-
ций: , , ,  – эквивалентным образом замене-
на на новые искомые функции , , , . И еще
раз отметим, что в эти системы тоже в явном виде
не входит независимая переменная .

4. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА 
В ЦИЛИНДРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНОМ 

СЛУЧАЕ
Далее рассматривается ситуация, когда реше-

ния систем (12) и (13) зависят только от независи-
мых переменных  и , то есть

В этом случае система (12) переходит в следую-
щую систему уравнений

(14)

Из первого и четвертого уравнения следует, что

(15)

и оставшиеся уравнения из системы (14) распада-
ются на две независимые системы
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Системы (16) и (17) эквивалентны: если в систе-
ме (17) сделать замену переменных  и пере-
обозначить  в , а  в , то получается система (16).

В рассматриваемом частном случае отсутствия
зависимости от переменных ,  система (13) ста-
новится такой

Тогда с учетом равенств (15) из последней систе-
мы получается явный вид искомых функций

(18)

Таким образом решение системы уравнений
Максвелла в цилиндрически симметричном слу-
чае свелось к решению системы (16).

Стандартными преобразованиями из систе-
мы (16) получаются следствия – уравнения вто-
рого порядка для каждой из искомых функций.

Дифференцирование первого уравнения си-
стемы (16) по пременной  и дифференцирование
второго уравнения по переменной  дает два та-
ких равенства

Последующее исключение из них производной 
приводит к уравнению только для функции :

(19)

которое является неэквивалентным следствием
системы (16).

А дифференцирование первого уравнения си-
стемы (16) по переменной , а второго уравнения
по  дает следующие два равенства

Далее с помощью первого из полученных уравне-
ний из второго исключается , а с помощью пер-
вого уравнения системы (16) исключается  и по-
лучается одно уравнение для функции :

(20)

Уравнение (20) также является неэквивалентным
следствием системы (16).
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Заметим, что уравнение (20) является для
функции  волновым уравнением в цилин-
дрически симметричном случае, а уравнение (19)
таковым для функции  таковым не является.

Также отметим, что решения уравнений (19),
(20) могут не являться решениями системы (16),
поскольку в этом случае функции , 
определяются независимо друг от друга, а связи
между ними, накладываемые уравнениями систе-
мы (16), могут не выполняться. Например, равен-
ство:  – заведомо не будет справедливым,
если взять стационарное решение уравнения (19),
а в качестве решения уравнения (25) взять реше-
ние, с отличной от нуля частной производной по
переменной .

5. РАЗДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ
В системе (16) проведем разделение перемен-

ных, представив каждую из искомых функций
,  в виде произведения новых искомых

функций, зависящих каждая от своего одного не-
зависимого переменного:

(21)

В этом случае система (16) приобретает следую-
щий вид

и с помощью деления получаются следующие ра-
венства

В итоге получаются следующие обыкновенные
дифференциальные уравнения:

(22)

(23)

(24)

(25)

При решении уравнений (22)–(25) вначале
рассматривается частный случай
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Тогда из уравнений (22), (23) следует, что

где ,  произвольные постоянные.
Уравнение (24) для искомой  будет следую-

щим

с решением

где  произвольная постоянная.
Уравнение (25) для искомой функции 

становится таким

с решением

где  – произвольная постоянная.
В итоге получаются следующие функции:

 имеет вид

и не зависит от . И функция

которая не зависит от .
С учетом сделанного выше замечания о связи

систем (17) и (16) в качестве решения системы (17)
получаются следующие функции:

которая не зависит от  и функция

которая не зависит от . Здесь , , ,  –
произвольные постоянные. Напомним, что при
разделении переменных предполагалось, что  –
тоже произвольная постоянная.

Итак, в цилиндрических координатах и с сот-
ветствующими проекциями первых двух компо-
нент векторов  и  получено следующее частное
решение системы уравнений Максвелла (1), ко-
торое удовлетворяет условиям (2):

(26)
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(27)

Если положить

то получится краткая запись выражений (26), (27)

где верхний знак относится к , то есть ,
нижний – к , то есть . Здесь

Еще раз отметим, что первые две координаты
векторов (26), (27) линейно зависят от  и от ,
но не зависят от времени. А третьи координаты
этих векторов линейно зависят от времени и не
зависят от .

Далее для системы (22)–(25) рассматривается
другой частный случай

Из уравнений (24), (25) следует, что

и поэтому

Тогда из уравнения (22) получается, что

то есть

В этом случае уравнение (23) становится таким

с решением

В итоге в качестве решения системы (22)–(25) в
случае  имеем:
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И получено другое частное решение системы
уравнений Максвелла

(28)

(29)

Если, как и выше, положить

то получится краткая запись выражений (28), (29)

где верхний знак относится к B, то есть ,
нижний – к E, то есть . Здесь

Также отметим, что первые и третьи координаты
векторов (28), (29) линейно зависят от  и от 
и не зависят от времени. А вторые координаты
этих векторов линейно зависят от  и от .

Теперь будет рассматриваться случай:

Вначале для простоты последующего изложения
положим

(30)

Уравнение (22) дает следующее соотношение:
, то есть . Из уравнения (24)

также получается выражение для :

что приводит к дифференциальному уравнению

с общим решением

(31)
И тогда из (22) следует, что

(32)
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После этого из уравнений (23), (25) получают-
ся уравнения для , :

После дифференцирования по  первого из этих
двух уравнений

и последующего исключения из второго уравне-
ния  и  получается следующее обыкно-
веное дифференциальное уравнение второго по-
рядка:

которое является уравнением Бесселя [8, 9]. Об-
щее решение этого уравнения 

(33)

является линейной комбинацией функций  и
 – функций Бесселя первого и второго рода:

где ,  – произвольные постоянные,  –
постоянная Эйлера.

Приведенные степенные ряды сходятся при
всех , функция Бесселя второго рода

 при  имеет логарифмическую особен-
ность.

На рис. 2, 3 приведены графики функций
, , построенные по отрезкам соответ-

ствующих рядов при .
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После этого функция  из уравнения (23)
восстанавливается в явном виде:

и тогда

(34)

(35)

С учетом связи решений систем (16) и (17) по-
лучаются следующие равенства:

(36)

(37)

Таким образом найдено еще одно решение си-
стемы (1), удовлетворяющее условиям (2):

(38)

Здесь в соотношениях (38): компоненты вектора B
задаются первым равенством из (18) и формулами
(34) и (36); а компоненты вектора E – вторым ра-
венством из (18) и формулами (37), (35).

Для того, чтобы построить еще одно решение
системы уравнений Максвелла положим

Из уравнений (22), (24) следует

Отсюда после дифференцирования первого ра-
венства по  и подстановки в полученный резуль-
тат второго равенства получается следующее
обыкновенное дифференциальное уравнение

с общим решением

(39)
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Рис. 2. График функции Бесселя первого рода .

0

0.5

1.0
J0(r)

�0.5
10 20 r0

0( )J r Рис. 3. График функции Бесселя второго рода .

�3

�1

1
Y0(r)

2 4 r0

0( )Y r



140

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 11  № 2  2022

БАУТИН, ОБУХОВ

Тогда

(40)
Далее рассматриваются уравнения (23), (25).

Из уравнения (23) следует, что

Тогда из уравнения (25) следует, что

то есть

(41)

Ненулевое без особенности решение уравне-
ния (41) можно построить в виде сходящегося ря-
да по степеням  с произволом в одну произволь-
ную постоянную

(42)

Если в уравнении (41) положить , то полу-
чится соотношение

которое однозначно определяет значение второй
производной искомой функции в нуле.

Если уравнение (41) продифференцировать
по 

а потом положить , то получится равенство

то есть значение в нуле второй производной ис-
комой функции следующее
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Если уравнение (41) продифференцировать k
раз по 

и положить в полученном соотношении , то
получается рекуррентное соотношение для опре-
деления значений в нуле производных функции

:

(43)

Индукцией по  доказывается, что все значения
в нуле производных нечетного порядка равны
нулю

а значения в нуле производных четного порядка
задаются формулой

Здесь использованы традиционные обозначения

В результате построенное в виде степенного ряда
решение задачи (41), (42) имеет следующий вид

(44)

где введено обозначение  и ряд (44)
сходится при всех значениях . В последней фор-
муле также использовано традиционное обозна-
чение

На рис. 4 приведен график этой функции ,
построенный по начальному отрезку ряда (44).

Все остальные решения уравнения (41) имеют
особенность при . Для иллюстрации этого
суждения далее численно построены функции

, ,  – решения трех начальных задач
для уравнения (41). Для всех трех этих функций
взяты одинаковые начальное значения при 

а значения производных при  брались раз-
ными

На рис. 5 цифрами 1, 2, 3 помечены графики
функций ,  и  – численно построен-
ных решений при соответствующих значениях
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Рис. 4. График функции .

10

20

S(r)

2 4 r0

( )S r



ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ”  том 11  № 2  2022

НЕКОТОРЫЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНЫЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ 141

производных в точке . При этом первое ре-
шение совпало с решением, заданным форму-
лой (44) вплоть до точки : в ней численно
построенное решение имеет нужное значение,
равное единице. Интегральные кривые при двух
других значениях ,  строились при

 и при приближении к точке 
первая быстро возрастала, вторая – быстро убы-
вала. На данный момент аналитически описать
эти особенности при  не удалось.

С ростом  после значения  функции
 и  монотонно и достаточно быстро воз-

растают, подобно функции , график которой
приведен на рис. 4.

Окончательно, в качестве функции  мож-
но брать, например, линейную комбинацию
функций , :

Следовательно,

(45)

После этого из уравнения (23) однозначно опре-
делится функция  и, следовательно, функция
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Затем с учетом связи систем (16) и (17) определят-
ся функции , :
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+ −2 1 2 22 1 2( ) = ( ) ( ); , const.s r K S r K s r K K

−+ +1 2 1 2 22( , ) = ( )[ ( ) ( )].ct cts t r F e F e K S r K s r

η2( )r
η( , )t r

−η + +1 2 1 2 22'( , ) = ( )[ '( ) ( )].ct ctt r F e F e K S r K s r

( , )t rû ( , )w t r

− + +1 2 1 2 22'( , ) = ( )[ '( ) ( )].ct ctt r F e F e K S r K s rû

− + +1 2 1 2 22( , ) = ( )[ ( ) ( )].ct ctw t r F e F e K S r K s r

Таким образом найдено еще одно цилиндри-
чески симметричное частное решение системы
уравнений Максвелла

(49)

Здесь в равенствах (49): компоненты вектора 
задаются первым равенством из (18) и формула-
ми (46), (48). А компоненты вектора  – вторым
равенством из (18) и формулами (47), (45).

6. ВЫВОДЫ

Замечание 1. При выборе конкретных значе-
ний констант ,  в качестве сомножителей мож-
но вводить целые положительные константы , 
и тогда решения систем (16), (17) можно строить в
виде рядов по  и по . Особенности в коэффи-
циентах этих рядов будут такие же, как и в по-
строенных частных решениях.

Замечание 2. Можно не связывать выбор зна-
чений констант  и  со значением константы .
Естественно, решения систем (16), (17) тогда тоже
построятся. Однако, физическая интерпретация
таких решений потребует более громоздких рас-
суждений.
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Abstract—The system of Maxwell’s equations is considered after the transition from the Cartesian to cylin-
drical coordinate system. Instead of the first two traditional components of magnetic and electric field
strength, radial and circumferential components of these vectors are introduced. The resulting system of par-
tial differential equations does not explicitly include the dependence on the polar angle. In the case where the
desired functions depend only on time and the radial coordinates, specific solutions of the system of Max-
well’s equations are constructed using the separation of variables.
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