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Проведен анализ математической модели формирования измерительных ошибок блока из трех ак­
селерометров при определении вектора кажущегося ускорения. Рассмотрен метод векторной ка­
либровки блока акселерометров на неподвижном основании с вектором силы тяжести в качестве 
опорной величины. Для каждого из акселерометров список параметров модели формирования из­
мерительных ошибок, которые уточняются при калибровке, включает в себя два угловых параметра 
выставки оси чувствительности в приборной системе координат, отклонения масштабного коэф­
фициента и смещение нуля. Предложен способ выбора оптимального набора угловых ориентаций 
блока акселерометров при проведении стендовой калибровки для наилучшей точности оценки па­
раметров рассмотренной модели ошибок. Улучшение достигается благодаря уменьшению числа 
обусловленности промежуточной матрицы, возникающей при решении калибровочной системы 
линейных уравнений методом наименьших квадратов. Уменьшение числа обусловленности матри­
цы позволяет уменьшить влияние на итоговую оценку вектора параметров неучтенных в модели 
факторов, таких как измерительный шум датчиков и ошибки угловой выставки блока в простран­
стве. Приведенный способ выбора набора оптимальных калибровочных угловых ориентаций про­
верен с помощью компьютерного моделирования векторной калибровки путем добавления в мас­
сив измерений шума с гауссовским распределением. Набор калибровочных угловых ориентаций 
блока, полученный приведенным способом, позволил значительно увеличить точность получаемой 
оценки на фоне зашумленных измерений.
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ших квадратов
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ВВЕДЕНИЕ

Одним из ключевых факторов точности рабо­
ты инерциальных систем навигации является 
определение погрешностей чувствительных эле­
ментов (калибровка), входящих в эту систему. Ка­
либровка акселерометров, установленных на ГСП, 
может быть выполнена на неподвижном стенде пу­
тем последовательных вращений ГСП и сравне­
нием ожидаемого в данной географической точке 
Земли вектора ускорения свободного падения с 
измеренными акселерометрами. Математически 
данная задача представлена в виде несовместной 
системы линейных уравнений, которую, однако, 
можно решить, используя метод наименьших 
квадратов или Калмановскую фильтрацию. При­
ближенным решением этой системы будет яв­
ляться вектор оценок параметров, чьи погрешно­

сти определяют конечные погрешности акселе­
рометров.

Точность оценки этого вектора параметров, а 
следовательно, и конечных погрешностей, несо­
мненно зависит от полноты используемой мате­
матической модели. Однако, также логично до­
пустить влияние на точность оценки набора угло­
вых положений, при которых производились 
измерения вектора ускорения.

В статье показано наличие зависимости точ­
ности оценивания методом наименьших квадра­
тов вектора параметров погрешностей акселеро­
метров от набора угловых ориентаций ГСП во 
время проведения измерений в рамках рассмат­
риваемой модели погрешностей, а также опреде­
лен оптимальный набор угловых ориентаций для 
калибровки тройки акселерометров, близкой к 
ортогональной.
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Рис. 2. Угловые параметры 91 и 93 ориентации акселе­
Рис. 1. Угловые параметры и Ф3  ориентации аксе- рометров 1 и 3 (Xи Z ) 1 3

лерометров 1 и 3 (X и Z).

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
И МЕТОД КАЛИБРОВКИ

В рассматриваемой модели 3 акселерометра 
закреплены на ГСП так, что их оси чувствитель­
ности Е1, Е2 и Е3 составляют тройку векторов, 
близкую к ортогональной. Номинальное положе­
ние оси чувствительности Е2 второго акселеро­
метра сонаправлена с вертикальной осью OY при­
борной системы координат. Номинальные поло­
жения осей чувствительности Е1 и Е3 первого и 
третьего акселерометров составляют угол величи­
ной 0.5o с плоскостью OXZ приборной системы 
координат.

В модели погрешность акселерометров обу­
словлена следующими параметрами:

1. Ошибки угловых положений акселеромет­
ров относительно ГСП (выставка). Для акселеро­
метров 1 и 3, соответствующих осям OX и OZ это 
углы 91, ф1 и 93, ф3 (см. рис. 1, рис. 2). 91 и 93 — углы 
между осями чувствительности Е1 и Е3 и плоско­
стью OXZ. ф1 и ф3 — углы между проекциями осей 
чувствительности Е1 и Е3 на плоскость OXZ и 
осью OX.

Для акселерометра 2, соответствующего оси OY, 
это углы v1 и v2 (см. рис. 3). Это углы между осью 
вертикали OY и проекциями оси чувствительно­
сти Е2 на плоскости OXY и OYZ соответственно;

2. Отклонения масштабных коэффициентов 
акселерометров K1, K2, K3;

3. Постоянное смещение показаний акселеро­
метров b1, b2, b3 (смещение нуля).

Из набора параметров 91, ф1, 93, ф3, v1, v2, K1, 
K2, K3, b1, b2, b3 можно сформировать 3 отдельных

Рис. 3. Угловые параметры V1 и V2  ориентации аксе­
лерометра 2 (Y ).

вектора, каждый из которых соответствует одно­
му акселерометру:

Г 91 ̂ Г V1 ^ Г 931
Р1 =

Ф1
K1 , Р2 =

V2
K2 , Р3 =

Ф3
K3

v b1 ) v b2 ) v b3 ,

Приведенные вектораp 1,p2,p 3, связаны с вели­
чиной на выходе акселерометра в каждый момент 
времени выражением:
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A  (Pi, t) = K  Et (0„ Vi )g(t) + bi, i = i,3, (2)
A  (Pi, t) = K  Ei (Vj, V2)g(t) + bi, i = 2.

Здесь:
• Ai(ph t) — величина на выходе акселерометра i;
• KEi — вектор оси чувствительности акселеро­
метра i, зависящий от угловых параметров вы­
ставки и масштабного коэффициента K;
• g(t) — вектор ускорения свободного падения в 
текущей точке Земли; представленный в прибор­
ной системе координат и потому зависящий от 
времени ввиду вращения Земли и вращения са­
мой платформы. Номинальные значения векто­
ров параметров:

' 0.5°^ '  0^ (  0.5°^
ном 0 ном 0 ном

ООо
\1

Pi = i , P2 = i , P3 = i

1 0 2 1 0 2 1 0 J
Модель предполагает возникновение ошибок 

из-за отклонения приведенных параметров от их 
номинальных значений. Допуская малость этих 
отклонений, величину конечной ошибки измере­
ния в момент времени t можно линеаризовать от­
носительно малых отклонений составляющих 
векторов pj, p2, p 3:

A  Pi, t) = d 4 i p )  5 , + № < )  ̂  2 +
dpii dpi2

+ ЭА O f ,  t) 5„i3 + M U T A  p ,
(4)

дРіз d p
i = 1,2,3,

где в виде p ik обозначена k-я компонента вектора 
параметров Pi акселерометра i.

Далее можно рассматривать задачу определе­
ния отклонения величин параметров от их номи­
нальных значений для каждого из акселеромет­
ров в отдельности. Пусть акселерометр проводит 
измерение Pj в моменты времени t, j  = 1..n. При 
этом gi — ожидаемое измерение вектора g  данным 
акселерометром в момент времени j  Для удоб­
ства частные производные выходной величины 
рассматриваемого акселерометра по параметру pk 
в момент времени tj далее будем обозначать djk. 
Последовательность из n измерений сформирует 
систему уравнений:

a  -  gi = Sflj = gj + dn5pi + du bp2 + dubp3 + du bp4 

a  -  g2 = 5̂ 2 = g2 + d2i6pi + d21bp2 + d22bp2 + d24^P4

(5)

an -  gn = 5an = gn + dni5pi + dM5p2 + dn35p3 + dn45p4.

Удобнее записать эту систему в векторно-мат­
ричном виде:

" ai -  gi' " 5pi"
a2 -  g2 = D 5p2

5p3
_an gn _ _5p4 _

(6)

Эта система уравнений будет являться несов­
местной, но ее приближенное решение может 
быть найдено методом наименьших квадратов 
или фильтром Калмана.

ОПТИМИЗАЦИЯ МАТРИЦЫ СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Точность решения и даже возможность его на­
хождения будет зависеть от вида матрицы D. В 
случае, когда матрица D является плохо обуслов­
ленной и ее строки близки к линейной зависимо­
сти друг от друга, результирующая оценка сильно 
искажается за счет неточности модели и воздей­
ствия шумов в измерениях. Максимальная точ­
ность оценки может быть получена, если мат­
рица D хорошо обусловлена и ее строки ортого­
нальны друг другу. В случае, когда измерений 
больше, чем размерность оцениваемого вектора, 
строки могут образовывать блоки, внутри кото­
рых они линейно зависимы или близки к этому, 
но количество таких блоков должно быть равно 
размерности вектора оценки, то есть на каждую 
компоненту оцениваемого вектора приходится 
строка или блок строк, ортогональных другим 
блокам. Тривиальным случаем такой матрицы 
является диагональная (если количество измере­
ний полностью совпадает с размерностью вектора 
оценки) или блочно-диагональная с блоками- 
столбцами размерности n х i (количество измере­
ний больше размерности вектора оценки). Каждый 
элемент на диагонали (число или блок) соответ­
ствует компоненту в искомом векторе (см. рис. 4).

5pi 5p2 5p3 5p4
i i i i

([Dp,] 0 0 0
0 [DJ 0 0
0 0 [« ,3] 0

1 0 0 0 [DP<]
Рис. 4. Соответствие блоков матрицы D компонентам 
вектора p .

Из (3), (4) следует, что коэффициенты из пер­
вых трех столбцов матрицы D зависят от вектора 
g(t), и эта зависимость является линейной:

Ч  (PH0M, b) = Э[КЕ] +дь =
dP dP g(>) dP

= Hg(ti) + db = [dii d,2 di3 dl4].
dP

(7)
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Ниже приведены матрицы H  для каждого из выше моделью ошибок. Для первого акселеро­
акселерометров в соответствии с описанной метра:

H  =

K ^1  - sin(\|/|)2cos(91)sin(91) Kcos(9 ) K1sin(y1)cos(91)sin(91)I---------- - K 1C0 S (91)
V1 -  sin(92)

K-^1 -  sin(9|)2 cos(^1)sin(^1) 0
V1 -  sin(^2)

V1 -  s i n ^ ) 2̂ ! -  sin(91)2 sin(91) -  sin(^1̂ /1 -  sin( 9,)

>/1 -  sin(91)2 

K1 cos(^ 1̂ /1 -  sin(91)2

Для второго акселерометра:

K  cos(V1) -K 2 cos(v.)si" (v1>

H  = 0 -K 2

-v/1 -  sin(Vj) -  sin(v2) 
cos (v2 )sin(v2)

-K 2 cos(V2)
-  sin(Vj) -  sin(v2) 

sin(v1) V1 -  sin(V,) -  sin(V2) - sin(V2)

Для третьего акселерометра:
(

H  =

K3 cos(y3) cos(93) sin(93) K  cos(9 ) - Кз 
-  sin(93)2 3 3

-K3 sin(^3̂ /1 -  sin(93)2 

cos(^3̂ /1 -  sin(93)2

д/j -  sin(y3)2 cos(93)sin(93) 
•̂ 1 -  sin(92)

0 K^J\ -  sin(93)2 cos(\|/3)sin(\|/3)
V1 -  sin(^ 2)

sin(93) \jl -  cos(y3)2 -  sin(93)2

(8)

(9)

(10)

Матрицу H можно интерпретировать как 
тройку строк-векторов в трехмерном простран­
стве, описанных в приборной системе координат. 
Проекции вектора g(t) на эти векторы задает эле­
менты di1, di2, di3 i-й  строки матрицы D, соответ­
ствующие измерению, проведенному в момент ti. 
Рассмотрим некоторую пару векторов из матри­
цы H. Этой паре соответствует плоскость, ортого­
нально которой можно направить вектор g(t) пу­
тем соответствующего поворота платформы. При 
этом проекция вектораg(t) на третью строку-век­
тор будет ненулевой, так как для каждого акселе­
рометра матрица H  имеет ранг равный трем, то 
есть ее строки линейно-независимы, а значит три 
вектора не лежат в одной плоскости. Таким обра­
зом возможен выбор такой ориентации платфор­
мы и соответствующего вектораg(t), при котором 
два из трех элементов di1, di2 и di3 будут равны 
нулю.

Однако из (7) видно, что элементы di4 соответ­
ствующие величине смещения нуля акселеромет­

ра, всегда будут равны единице. Поэтому наилуч­
ший вид матрицы, который можно получить:

0 0 п
0 0 1
0 0 1

1 0 0 V

(11)

И хотя эта матрица не является даже тре­
угольной, нахождение четвертого компонента 
искомого вектора и исключение его из задачи 
выполняется сравнительно просто. Для этого 
достаточно выполнить измерения в двух проти­
воположных ориентациях и сформировать бло­
ки с противоположными знаками у всех эле­
ментов, кроме di4, после чего просуммировать 
полученные уравнения. После исключения из 
задачи четвертой компоненты вектора, матрица D 
примет желаемую диагональную (блочно-диа­
гональную) форму.
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ПРОВЕРКА С ПОМОЩЬЮ
КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ
Для проверки того, приводит ли приведенная 

схема подбора ориентаций платформы к повыше­
нию точности оценки при зашумленных измере­
ниях, проведено моделирование на компьютере 
процесса калибровки с применением неопти­
мального набора ориентаций, и набора, подо­
бранного по схеме, описанной выше. В модель 
вводились ошибки — отклонения параметров ак­
селерометров i = 1, 2, 3 составляющих векторр ,  от 
их номинальных значений. Величины номиналь­
ных значений и введенных отклонений приведе­
ны в табл. 1.

По измерениям, сгенерированным моделью с 
указанными отклонениям параметров, произво­
дилась оценка отклонений с помощью метода 
наименьших квадратов. При этом к измерениям 
добавлен аддитивный белый шум со среднеквад­
ратичным отклонением 10-4 м/с2 для проверки 
устойчивости двух подходов к такого рода иска­
жениям. Оценка с применением первого и второ­
го подхода произведена 200 раз с одними и теми 
же условиями для усреднения результатов. В пер­
вом подходе использовался неоптимальный на­
бор ориентаций:

1. Начальная ориентация: ось OY направлена 
вертикально, противоположно вектору g, 100 из­
мерений на каждый акселерометр;

2. Поворот платформы вокруг оси OY на 40°, 
100 измерений на каждый акселерометр;

3. Поворот платформы вокруг оси OY на 33° и 
вокруг оси OZ на 70o, 100 измерений на каждый 
акселерометр;

4. Поворот платформы вокруг оси OY на 70°, 
100 измерений на каждый акселерометр.

Общая размерность решаемой системы урав­
нений для каждого из акселерометров составила 
400. Усредненные результаты оценки приведены 
в табл. 2.

Во втором подходе для оценки использовался 
оптимальный набор из четырех ориентаций. Три 
из них определяются таким образом, чтобы век­
тор g  в приборной системе координат был сона­
правлен результату векторного перемножения 
трех пар строк-векторов матрицы H  для каждого 
акселерометра. Четвертая ориентация определя­
ется, как направленная противоположно одной 
из трех предыдущих. Она нужна для оценки сме­
щения нуля акселерометра. На каждую из четы­
рех ориентаций приходится 100 измерений каж­
дого из акселерометров, общая размерность зада­
чи для каждого из акселерометров составляет 
400 уравнений. Соответствующие усредненные 
результаты оценивания приведены в таблице 2. 
В случае неоптимального набора угловых ориен­
таций получена низкая точность оценки неугло-

Таблица 1. Номинальные значения параметров и их 
отклонения

№ Параметр Значение Величина отклонения
1 01 О 1/1 О 30''
2 Ф1 0o 30''
3 V1 30'' 30''
4 V1 30'' 30''
5 03 р 1/1 о 30''
6 Ф3 40 о о 30''
7 *1 1 5 • 10-5
8 *2 1 5 • 10-5
9 *3 1 5 • 10-5
10 b1 0 5 • 10-5 м/с2
11 b2 0 5 • 10-5 м/с2
12 b3 0 5 • 10-5 м/с2

Таблица 2. Усредненная относительная погрешность 
оценки отклонений параметров при неоптимальном и 
оптимальном наборе ориентаций

Относительная Относительная
№ Пара­

метр
погрешность,

неоптимальный
погрешность,
оптимальный

набор ориентаций, % набор ориентаций, %
1 01 17.5745 0.7152
2 Ф1 19.5877 0.6555
3 V1 7.8072 0.6982
4 V2 11.3287 0.6816
5 03 11.1752 0.7201
6 Ф3 8.5489 0.6652
7 *1 30.1383 1.1370
8 *2 56.1574 1.2563
9 *3 25.4136 1.0919
10 b1 495.4044 12.0713
11 b2 540.8591 10.7666
12 b3 551.2224 11.4856

вых параметров модели ошибок. Причина низкой 
точности заключается в том, что решаемая систе­
ма уравнений плохо обусловлена (близка к вы­
рожденной). Выбор оптимальных угловых ориен­
таций повышает информативность измерений, и, 
как следствие, улучшает обусловленность этой 
системы уравнений.

При данных условиях относительная точность 
оценивания с применением оптимального набо­
ра ориентаций на порядок превосходит точность
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оценивания при неоптимальном наборе. Сравне­
ние результатов дает понять, что:

1. Углы ориентации влияют на точность оце­
нивания при одинаковой размерности задачи;

2. Выбор оптимального набора ориентаций 
способен значительно улучшить точность калиб­
ровки при наличии зашумленных измерений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе рассмотрена зависимость точности 

метода наименьших квадратов при оценивании 
вектора параметров погрешностей акселеромет­
ров от программы угловых ориентаций ГСП во 
время проведения измерений в рамках приведен­
ной модели погрешностей. При рассмотрении 
математической модели и метода оценки показа­
но, что существуют и могут быть найдены опти­
мальные ориентации ГСП, при которых может 
быть улучшена устойчивость метода к измери­
тельным шумам и, как следствие, повышена точ­
ность оценивания. Проведено компьютерное мо­
делирование процесса оценивания, произведено

сравнение точностей оценок, полученных при 
применении оптимальных и неоптимальных ори­
ентаций в условиях присутствия измерительного 
шума. Результаты показали, что выбор оптималь­
ного набора ориентаций способен улучшить точ­
ность оценивания в условиях зашумленных изме­
рений.
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Abstract—The mathematical model of instrumental errors of a three-accelerometer module has been ana­
lyzed in application to the determination of the apparent acceleration vector. To this end, the vector calibra­
tion method is used on a stationary testing bench with the gravitational acceleration as a reference. The in­
strumental errors of each accelerometer in the module are determined by a set of parameters, which are re­
fined at calibration. This set consists of two angular errors of the sensitivity axis orientation, the deviation of 
the scaling coefficient, and bias. An approach has been proposed to determine the optimal set of angular cal­
ibration positions for the accelerometer module to achieve the best accuracy for estimating the listed param­
eters of the instrumental error model. The improvement is achieved due to a smaller condition number of an 
intermediate matrix arising when solving the calibration system of linear equations by the least squares meth­
od. The decrease in the condition number reduces the influence of unaccounted factors, such as instrumental 
noise and alignment error, on final parameter estimate. The approach has been tested through a computer 
simulation by adding noise to the array of measurements and comparison with a nonoptimal set of angular 
calibration positions.
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