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Описаны различные классы нелинейных телеграфных уравнений с переменными коэффициентами
c( x)% + d( x )ut = [a( x )ux ]x + b( x )ux + p( x ) f  (u),

которые допускают точные решения с функциональным разделением переменных вида u = U (z), 
z = ф( x, t). Показано, что функция источника f  (u) и любые четыре из пяти коэффициентов a(x), 
b(x), c( x), d( x ), p( x) этих уравнений могут быть выбраны произвольно, а оставшийся коэффициент 
через них выражается. Исследованы свойства и построены некоторые решения переопределенной 
нелинейной системы дифференциальных уравнений, которым удовлетворяет функция ф( x, t). При­
ведены примеры конкретных уравнений и их точных решений. Построены также некоторые точные 
решения типа обобщенной бегущей волны более сложных нелинейных телеграфных уравнений с 
запаздыванием вида

c(x )utt + d(x )ut = [a(x)ux]x + b(x)ux + p(x)f  (u, w), w = u(x, t -  t), 
где t > 0 — время запаздывания, f  (u, w) — произвольная функция двух аргументов.

Ключевые слова: нелинейные телеграфные уравнения, нелинейные уравнения типа Клейна-Гордо­
на, дифференциальные уравнения с запаздыванием, точные решения, решения с функциональным 
разделением переменных, решения типа обобщенной бегущей волны
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1. ВВЕДЕНИЕ
1.1. Краткий обзор литературы

Преобразования и точные решения различных 
классов нелинейных уравнений типа Клейна- 
Гордона вида

utt = [ /1(u}ux ]x + f 2(u) (1)
рассматривались во многих работах (см., напри­
мер, [1-17] и цитируемую в них литературу). Для 
построения точных решений чаще всего исполь­
зовались классический и неклассические методы 
исследования симметрий [1, 3, 4, 6, 10, 16, 17] и 
методы обобщенного и функционального разде­
ления переменных [5, 7, 9, 12, 14, 15, 17].

В общем случае уравнение (1) допускает реше­
ния типа бегущей волны u = U(kx -  Xt) и при 
f 2(u) = 0 имеет автомодельное решение u = U (x / t ) 
[1]. Помимо указанных случаев известны также 
допускающие точные решения уравнения вида (1),

в которых две функции f 1(u) и f 2(u) выражаются 
через одну произвольную функцию 9(u) [17]. Важ­
но отметить, что при f 2(u) = 0 уравнение (1) мо­
жет быть линеаризовано [11, 13, 14, 16]; в этом 
случае для произвольной функции f 1(u) его неко­
торые точные решения, представленные в пара­
метрической форме, приведены в [13, 14, 17].

В [8, 13, 14, 17-20] рассматривались нелиней­
ные уравнения типа Клейна-Гордона с перемен­
ными коэффициентами автономного вида

c(x )ut t  = [a(x )f1(u)ux ]x  + b(x )/2(u). (2)
В табл. 1 собраны некоторые уравнения вида (2), 

содержащие одну произвольную функцию иско­
мой величины или пространственной перемен­
ной, допускающие точные решения (в решении
уравнения № 1 вместо cosh можно взять

sinh (I Xt)).
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Таблица 1. Нелинейные уравнения типа Клейна-Гордона, зависящие от произвольных функций, допускающие 
точные решения. Здесь a(x), b(x), f  (x) — произвольные функции, b1, b2, k, X — свободные параметры
№ Уравнение Вид решения или пояснение Литература

1 +II u = U (z), z = e2 cosh Xt) [13, 14]

2 utt = (x kux )x + f  (u) u = U(z), z = 4x2_k -  (2 -  k)212, k Ф 2 [8, 13, 14]

3 utt = (x kux )x + xk-2f  (u) u = U (z), z = x{k-2)/2t [18]

4 utt = (eXxux )x + f  (u) u = U(z), u = 4e_Xx -  X2t2 [8, 13, 14]

5 utt = (ukux )x + b( x)uk+1 u = ф( x)y (t) [14]

6 utt = (eXuux )x + b( x)eXu u = ф( x) + y (t) [14]

7 utt = (u“4 l3ux )x + b( x)u_1/3 уравнение приводится к виду vtt = (v-4/3vz )z [8, 13, 14]

8 utt = [a(x )ukux ] x u = ф( x)y (t) [8, 13, 14]

9 utt = [a( x)ux ]x + b1u ln u + b2u u = ф( x)y (t) [13, 14]

Ниже приведены еще три уравнения, обобща­
ющие уравнения № 3, 5, 6, 8 в табл. 1, которые со­
держат две произвольные функции и допускают 
точные решения:

utt = |a( x)ukux J + b( x)uk+1, u = ф( x)y(t) 
(обобщает уравнения №№ 5, 8);

utt = |̂ a( x)eKuux J + b(x)eKu, u = ф( x) + y ( t) 
(обобщает уравнение № 6);

u„ = [ x kg(u)ux ] x + x k ~2f  (u), u = U (x (k-2)/2t)
(обобщает уравнение № 3).

Отметим также, что уравнение

utt = [eXxg(u)ux ] x + eXxf  (u), 
также имеет точное (инвариантное) решение ви­
да u = U(z), z = eXx/2t .

В [8, 13, 14, 21—23] исследовались симметрии и 
были приведены некоторые точные решения не­
линейных телеграфных уравнений вида

c( x)utt = [a( x ) fx(u)ux ]x + b(x )f2(u)ux, (3)
причем в [21, 22] рассматривался случай
a( x) = b( x) = 1.

Другие родственные и более сложные нели­
нейные уравнения гиперболического типа иссле­
довались, например, в [24—29].

Отметим также, что точные решения нелиней­
ных уравнений Клейна-Гордона с запаздывани­
ем вида

utt = auxx + f(u , w), w = u(x, t -  t), (4)
где t > 0 — время запаздывания, были получены 
в [30, 31].

В данной статье будут исследоваться допуска­
ющие точные решения нелинейные уравнения 
Клейна—Гордона и нелинейные телеграфные 
уравнения достаточно общего вида (в том числе и 
уравнения с запаздывающим аргументом), кото­
рые зависят от одной или нескольких произволь­
ных функций.

Важно отметить, что точные решения нели­
нейных уравнений математической физики, ко­
торые содержат произвольные функции и поэто­
му обладают значительной общностью, представ­
ляют наибольший практический интерес для 
тестирования и оценки точности приближенных 
аналитических и численных методов интегриро­
вания соответствующих начально-краевых задач.

1.2. Используемая терминология
В данной статье термин точное решение будет 

использоваться в отношении нелинейных урав­
нений с частными производными, если его реше­
ние выражается:

(i) в элементарных функциях;
(ii) в замкнутом виде с использованием опре­

деленных или/и неопределенных интегралов;
(iii) через решения обыкновенных дифферен­

циальных уравнений (ОДУ) или систем таких 
уравнений.

Допускаются также комбинации случаев (i)— 
(iii).

Для более сложных нелинейных уравнений в 
частных производных с запаздывающим аргу­
ментом дополнительно включаются также реше­
ния, которые выражаются через решения обык­
новенных дифференциальных уравнений с запаз­
дыванием.
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2. ПОСТРОЕНИЕ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ТЕЛЕГРАФНЫХ 

УРАВНЕНИЙ
2.1. Класс рассматриваемых уравнений. 

Редукция нелинейного телеграфного уравнения 
к ОДУ

Будем рассматривать одномерные нелиней­
ные телеграфные уравнения с переменными ко­
эффициентами следующего вида:

Точные решения нелинейного обыкновенного 
дифференциального уравнения (10) для некото­
рых функций k(z), s(z), f  (U) можно найти в [55, 56].

В частном случае k(z) = 0, что соответствует 
линейному уравнению (9), при s(z) = 1 общее ре­
шение уравнения (10) для любой функции f  (U) 
можно представить в неявном виде [55]:

j  [ q  -  2J f(U)dU]-1/2dU = c2 ± z, (11)

c(x)utt + d(x)ut = [a(x)ux]x + b(x)ux + p(x)f(u), (5)

где f  (u) — произвольная функция. Некоторые 
из пяти функциональных коэффициентов 
a = a(x) > 0, b = b(x), c = c(x) > 0, d = d(x), 
p = p(x) могут быть свободными, а другие будут 
через них выражаться в результате последующего 
анализа (свободные коэффициенты могут выби­
раться по-разному, см. далее). Без ограничения 
общности далее будем считать, что p > 0 (при 
p < 0 надо переобозначить функцииp, f  на —p, - f ).

Замечание 1. При c(x) = 0 уравнение (5) вы­
рождается в нелинейное уравнение конвектив­
ной диффузии с объемной реакцией. Редукции и 
точные решения подобных и более сложных не­
линейных уравнений параболического типа рас­
сматривались, например, в [8, 13, 14, 17, 32-54].

Замечание 2. В специальном случае b( x) = d( x) = 0 
уравнение (5) будем называть нелинейным уравне­
нием типа Клейна-Гордона.

Ищем точные решения уравнения (5) в виде 
суперпозиции функций

u = U (z), z = ф( x, t). (6)
Подставив (6) в (5), получим функционально - 
дифференциальное уравнение

[a(x)(S?l -  c(x)92 ] U"z + { [a (x ^  ]x -  c(x)ф„ +

+ b(x)9x -  d(x)9t}U[ + p (x)f(U ) = 0.

В частном случае U (z) = z , уравнение (7) совпада­
ет с исходным уравнением (5) (т.е. на этом этапе 
никакие решения не потеряны). Потребуем те­
перь, чтобы выполнялись соотношения

p(x) = s(9) [a(x)9x -  c(x)92], (8)

c(x )9tt + d( x)9t =
= [a(x)9x]x + b(x)9x + k(9) [ a ( x ^  -  c(x)ф(2 ],

где C1 и C2 — произвольные постоянные.
Уравнения (8)—(10) позволяют несколькими 

способами конструктивно находить точные ре­
шения широкого класса нелинейных телеграф­
ных уравнений вида (5).

Замечание 3. В уравнении (5) без ограничения 
общности два из пяти функциональных коэффи­
циентов a(x), b(x), c(x), d(x), p(x) можно поло­
жить равными единице. В частности, если поде­
лить обе части уравнения на с, а затем перейти от 
t , x к новым независимым переменным t ,
y = j\[c ja d x , то получим уравнение в канониче­
ской форме щ + d1(y)ut = uyy + b( y)uy + p^y)f(u ). 
Нетрудно найти преобразование t, y  = y  (x), кото­
рое приводит уравнение (5) к другой канониче­
ской форме ut t  + d2 (y)ut = Ог(ў)uy ]y  + p2 (y) f  (u). 
Однако исследование уравнения в общем виде (5) 
более удобно поскольку включает его любые ка­
нонические и неканонические формы.

Замечание 4. В уравнениях (5), (7)—(9) вместо 
a( x), b( x), c(x), d(x), p( x) могут стоять функции 
двух переменных a(x, t), b(x, t), c(x, t), d(x, t), p(x, t).

2.2. Определяющая система уравнений
и ее свойства. Прямая процедура построения 

точных решений
В случае общего положения уравнения (8) и (9) 

при заданных функциях a = a( x ) , b = b( x ) , 
c = c( x), d = d( x), p = p(x), k(9), s(9) представля­
ют собой переопределенную нелинейную систе­
му уравнений относительно функции ф (эту си­
стему будем называть определяющей системой 
уравнений).

Нелинейные преобразования
ф = F(V) (12)

сохраняют вид уравнений (8) и (9), меняя функ­
циональные коэффициенты ^ф ) и s ^ )  по пра­
вилу:

где s ^ ) ,  k(ф) — некоторые функции (s = 0). Тогда 
уравнение (7) редуцируется к обыкновенному 
дифференциальному уравнению

U'z -  k(z)U'z + s(z)f(U ) = 0. (10)

k(ф) ^  k(F  (V))f; (V) + ,
F™(V)

s(ф) ^  s(F(v)) F»(V)
-| 2

(13)
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Вырожденному случаю к(ф) = 0 соответствует 
линейное уравнение гиперболического типа c пе­
ременным коэффициентами (9). При к(ф) = 0 
подстановка

У = С1J K  (фК Ф + C2 , к  (Ф) = exp [J Щ )Лф], (14)

Далее, не претендуя на исчерпывающий ана­
лиз переопределенной системы (8) и (9), проде­
монстрируем как с ее помощью путем подходя­
щего выбора функциональных коэффициентов 
к(ф) и ^(ф) можно строить точные решения урав­
нений вида (5).

где С1 и С2 — произвольные постоянные, приво­
дит нелинейное уравнение (9) к линейному урав­
нению

c(x)y„ + d(x)y  = [a(x)yx ]x + b(x)yx. (15)

В частном случае к(у) = к  = const можно ис­
пользовать подстановку

ф = к  Чп |у|, (16)
которая следует из (14).

Поскольку преобразования вида (12) меняют 
только функциональные коэффициенты к(ф) и 
5(ф) в уравнениях (8) и (9), то без потери общно­
сти можно выбрать функцию F  так, чтобы упро­
стить одно из указанных уравнений.

Прямая процедура построения точных реше­
ний нелинейных уравнений вида (5), заключается 
в том, что функции a(x), b(x), c(x), d(x), f  (u) счи­
таются заданными, а искомыми являются функ­
ции u = u(x) и p = p(x). В этом случае, задав неко­
торым образом функции к(ф) и з(ф), сначала надо 
найти частные решения p(x) и ф = ф(x, t) уравне­
ний (8) и (9) (напомним, что последнее уравнение 
может быть линеаризовано, см. выше). После 
этого решение уравнения (5) с учетом зависимо­
сти (8) определяется по формуле (6), где функция 
U(z) является решением обыкновенного диффе­
ренциального уравнения (10).

Решения линейных уравнений (9) при к(ф) = 0 
и (15) можно строить методом разделения пере­
менных. В частности, уравнение (15) при d( x) = 0 
имеет точные решения вида:

V = a t2 + et + Z( x),

[a(x)Zx]x + b(x)Z'x -  2ac(x) = 0; 
у  = [a exp(-At) + в exp(At)] Z(x),

(18)
[a(x)Zx]x + b(x)Zx -  A2c(x)Z = 0;
у  = [a cos(At) + в sin(At)] Z(x),

[a( x)Z'x ]'x + b( x)Zx + A2c( x)Z = 0,
где a, в, A — произвольные постоянные. Уравне­
ние в (17) легко интегрируется с помощью подста­
новки w(x) = Z x, а решения линейных уравне­
ний (18) и (19) для различных функций a(x), b(x), 
c(x) приведены в [55, 56]. Другие точные решения 
уравнения (15) для некоторых функций a( x), b(x), 
c(x) можно найти в [57].

2.3. Случай к(ф) = к  и s ^ )  = 1. Решения типа 
обобщенной бегущей волны

Нелинейные телеграфные уравнения (5) до­
пускают точные решения типа обобщенной бегу­
щей волны (6), где

ф( x, t) = t + J g( x)dx. (20)

Здесь функция g( x) может задаваться или опреде­
ляться в ходе последующего анализа (в зависимо­
сти от поставленной цели, см. далее). Подста­
вив (20) в уравнения (8) и (9) и полагая в них 
s ^ )  = 1 и к(ф) = к , получим

p(x) = a(x)g2(x) -  c(x),

d( x) = [a( x)g(x)]x +
+ b(x)g(x) + к  [a(x)g2(x) -  c(x)].

Соотношение (22) связывает четыре 
функциональных коэффициента уравнения (5) и 
входящую в (20) функцию g = g( x) (это соотно­
шение является дифференциальным относитель­
но функций a и g и алгебраическим относительно 
функций b, c и d), а соотношение (21) является ал­
гебраическим и служит для определения функци­
онального коэффициента p( x).

Если четыре функции a( x), b( x), c( x), d( x) счи­
тать заданными, то соотношение (22) при к  ^ 0 
представляет собой уравнение Риккати относи­
тельно функции g = g(x), которое можно запи­
сать в виде

(21)

(22)

первых

a( x)gx + ka(x )g2 +

+ [b(x) + ax(x)]g -  kc(x) -  d(x) = 0.
Обширный список точных решений этого урав­
нения для функций a( x), b( x), c( x), d( x) различно­
го вида можно найти в [55, 56]. Рассмотрим два 
случая.

Вырожденный случай. При к  = 0 уравнение 
Риккати (23) вырождается в линейное уравнение, 
общее решение которого имеет вид

g( x) = E  (x) 
a( x) J

E  (x) = exp

где m — произвольная постоянная.

(24)
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Пример 1. Пусть один из коэффициентов урав­
нения произвольным образом зависит от про­
странственной переменной a = a(x) , а три других 
являются константами b(x) = d(x) = 0, c(x) = 1. 
По формулам (24) находим g(x) = m/a(x). Под­
ставив эту функцию в (20) и (21), получим

®(x) = t + m[ , p(x) = - 1. Поэтому нели-J a(x) a(x)
нейное уравнение типа Клейна-Гордона

utt = [a(x)Ux ]  + m
a(x)

- 1 f  (u), (25)

зависящее от двух произвольных функций a(x) и 
f  (u), допускает точное решение с функциональ­
ным разделением переменных

u = U (z), z = t + m \ (26) 
J a(x)

где функция U (z) описывается разрешимым авто­
номным обыкновенным дифференциальным 
уравнением

U';z + f (U ) = 0 (27)
(получено подстановкой значений k  = 0 и s = 1 
в (10)), общее решение которого можно предста­
вить в неявном виде (11).

Подставляя в (25), например a( x) = e ̂ ,  полу­
чим нелинейное уравнение

ut = (eXxux )x + (m2e Xx -  l)f(u), (28)
допускающее точное решение для произвольной 
функции f  (u).

Пример 2. Рассмотрим случай a = a(x) , b(x) = 0, 
c(x) = d(x) = 1. По формулам (24) при m = 0 име­
ем g( x) = x/a(x). Подставив эту функцию в (20) и

(21), получим ®(x) = t + f , p( x) = - 1. По-J a(x) a(x)
этому нелинейное телеграфное уравнение

ut t  + u  = [a(x)ux ]x + x
a(x) f  (u), (29)

зависящее от двух произвольных функций a(x) и 
f  (u), допускает точное решение с функциональ­
ным разделением переменных

u = U (z), z = t + f (30)
J a(x)

где функция U (z) определяется из разрешимого 
дифференциального уравнения (27).

Пример 3. Положим теперь a = a(x), b = -ax(x), 
c(x) = 1, d(x) = 0. По формулам (24) находим 
g( x) = m. Подставив эту функцию в (20) и (21),
получим ф(x) = t + m x , p(x) = m2a(x) - 1. Поэтому 
нелинейное уравнение типа Клейна-Гордона

utt = a(x)uxx + [m2a(x) - 1] f  (u), (31)

зависящее от двух произвольных функций a(x) и 
f  (u), допускает точное решение

u = U (z), z = t + mx, (32)
где функция U (z) описывается разрешимым авто­
номным обыкновенным дифференциальным урав­
нением (27).

Замечание 5. Решение (32) является неинвари­
антным решением уравнения (31) типа бегущей 
волны (это решение не может быть получено с 
помощью группового анализа рассматриваемого 
уравнения). В уравнении (31) вместо a( x) может 
стоять произвольная функция двух переменных 
a( x, t).

Невырожденный случай. При k  = const (k Ф 0) 
замена

g = г  -k  y
(33)

приводит уравнение (23) к линейному дифферен­
циальному уравнению второго порядка

a(x)yxx + [b(x) + a'x(x)]yx -  (34)
-  k  [kc(x) + d(x)]y = 0.

Обширный список точных решений этого урав­
нения для функций a( x), b( x), c( x), d( x) различно­
го вида можно найти в [55, 56].

Пример 4. В случае постоянных коэффициен­
тов a = c = 1, b = d = 0 общее решение уравне­
ния (34) имеет вид

y = C1 cosh(kx) + C2 sinh(kx), (35)
где C1 и C2 — произвольные постоянные. Полагая 
в (35) C1 = 1, C2 = 0, k  = 1, с помощью формулы (33) 
находим

g( x) = tanh x.
Подставив эту функцию в (20) и (21), имеем

ф(x) = t + lncosh x, p(x) = - 1/cosh2 x.
Отсюда следует, что нелинейное уравнение ти­

па Клейна-Гордона

utt = uxx------ f(u )  (36)
cosh x

для произвольной функции f  (u) допускает точ­
ное решение с функциональным разделением пе­
ременных

u = U (z), z = t + lncosh x, (37)
где функция U(z) описывается автономным 
обыкновенным дифференциальным уравнением

К  -  U'z + f (U ) = 0. (38)
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Таблица 2. Различные способы задания функциональных коэффициентов уравнения (5) при p(x) = a(x)g (x) -  c(x). 
Здесь k и С1 — произвольные постоянные, g_1 = 1/g

2

№ Функции, которые задаются Функция, которая определяется

1 a = a(x), b = b(x), d = d(x), g = g(x) c(x) = к~\agx + kag2 + (b + ax)g -  d]

2 a = a(x), c = c(x), d = d(x), g = g(x) b(x) = g~l(kc + d -  ag'x) -  a'x -  kag

3 a = a(x), b = b(x), c = c(x), g = g(x) d(x ) = ag'x + kag2 + (b + a'x)g -  kc

a(x) = g 1E |̂ | {kc + d -  bg)E ldx + C1J , 

E = exp {- k J gdx)
4 b = b(x), c = c(x), d = d(x), g = g(x)

Порядок уравнения (38) может быть понижен 
на единицу подстановкой U'z = Ф (и), которая 
приводит к уравнению Абеля второго рода в кано­
нической форме. Точные решения уравнения (38) 
для некоторых зависимостей f  (U) имеются в [55, 56].

Другие способы построения точных решений. 
Рассмотрим теперь другие возможности построе­
ния точных решений уравнений вида (5) при 
k(9) = k , х(ф) = 1 без интегрирования уравнения 
Риккати (23). Для этого будем задавать функцию 
g( x) и любые три из четырех функций a(x), b(x), 
c(x), d( x), а оставшуюся функцию будем нахо­
дить, исходя из (23). В табл. 2 описаны возможные 
ситуации и приведены формулы для определения 
искомой функции. Итоговый вид нелинейного те­
леграфного уравнения определяется подстановкой
функции p(x) = a(x)g2(x) -  c(x) в (5).

Пример 5. Используем описанный в табл. 2 чет­
вертый способ задания функциональных коэф­
фициентов при b = d = 0, c = 1 для альтернатив­
ного представления точных решений рассматри­
ваемого уравнения. Возможны два случая.

1. Вырожденный случай при k  = 0. Из табл. 2,
строка № 4, находим a( x) = C1g _1( x),
p(x) = C1g(x) -1 , что (с точностью до переобозна­
чений) приводит к уравнению (25) и его реше­
нию (26).

a = k 2h/H 'xx, p = h(h'x) 2ИХ -  1. Отсюда следует, что 
уравнение

utt = [a( x)ux ]x + p( x ) f  (u), 

a( x) = k 2h , p( x) = -hhxx- -  1,
hx (h'x)

(39)

где f  (u) и h = h(x) — произвольные функции, 
k  Ф 0 — произвольная постоянная, допускает точ­
ное решение с обобщенным разделением пере­
менных

u = U (z), z = t + -  ln 
k

Здесь функция U (z) определяется из обыкно­
венного дифференциального уравнения
U'Zz -  kUZ + f  (U) = o.

Полагая, например, в (39) h = sinh x , k  = 1 по­
лучим уравнение (36), которое имеет точное ре­
шение вида (37).

2.4. Случай d(x) = 0, k(q>) = k0/q>, s(y) = х0/ф. 
Решение с обобщенным разделением переменных

При d( x) = 0, ^ф ) = ^ /ф  и Дф) = х0/ф пере­
определенная система (8)—(9) допускает решения 
вида

ф(x, t) = 0(x) -  (t + t0)2, (40)

2. Невырожденный случай при k  Ф 0. Из табл. 2, 
строка № 4, при k  Ф 0, С1 = 0 имеем
a(x) = kg~lE I E~ld x . Введем новую функцию 

h = h(x), положив h = I E ~ld x . Дифференцируя это

выражение и учитывая формулу E = exp ( - k  |  gdx), 
выразим функцию g через h . После несложных 
вычислений, в результате получим g = к~1Ихх /Их,

где t0 — произвольная постоянная. Функция 
0 = 0(x) определяется из обыкновенного диффе­
ренциального уравнения

a(x)(0x )2 = 4c(x)0, (41)
а уравнения (8) и (9) преобразуются к виду

p(x) = 4s0c( x), (42)

[a( x)0x ]x + b( x)0x + (4k0 + 2)c( x) = 0. (43)
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Рассмотрим подробнее специальный случай 
b(x) = 0. Будем считать функцию c = c(x) задан­
ной. Тогда функция p(x) находится по форму­
ле (42), а функции a = a(x) и ^ = ^(х) определяем 
из уравнений (41) и (43). Опуская промежуточные 
выкладки, получим
при k1 = 4k0 + 2 ^ 0:

1 —+2 
a( x) = -------- I k

4C1c( x)
I  = C2 -  k11 c(x)dx;

0 = C1I  k1,

при k0 = 1.

a( x) = C2
4C2c( x)E  (x) 

4E  (x) = exp
Lq

, 0 = C E  (x),

I  c( x)dx ,

(44)

(45)

где C1 и C2 — произвольные постоянные.

Пример 6. При b(x) = 0, c(x) = p(x) = 1, s0 = 1,

k0 = - 1 удовлетворяется соотношение (42), а 
формулы (45) преобразуются к виду

C
a( x) = 4Ĉ 6XP Q '

0(x) = C2 exp\ ^ x  |. (46)

Полагая в (46) C1 = - 4 Д , C2 = 4/X2, приходим к 
нелинейному уравнению типа Клейна-Гордона

utt =(eXxUx )x + f  (u), (47)

которое для произвольной функции f  (u) допус­
кает точное решение с функциональным разделе­
нием переменных вида

линейное уравнение Клейна-Гордона в радиаль­
но-симметричном случае [8]:

Utt = Uxx + -----Ux + f  (u),
x

которое допускает точное решение вида u = U (z), 
где z = x2 -  (t + 10)2 (x — радиальная координата).

2.5. Случай d(x) = 0. Решения определяющей 
системы в виде произведения ф = ^(x)t

Ищем совместные решения определяющей 
системы (8)—(9) в виде

ф = ^(x)t. (50)
Несложный анализ показывает, что решение 

(50) удовлетворяет обоим уравнениям (8) и (9), 
если и только если выполняются следующие 
условия:

p = s0c%2, Щ ) = Хрф
_/2 2 л 'A ф -1

* ф) = - АA ф2 -1

(51)

где A, k0, s0 — некоторые (варьируемые) констан­
ты, а функции a = a( x ) , b = b( x ) , c = c( x ) , £, = ^( x), 
связаны связаны двумя дифференциально-алгеб­
раическими соотношениями

a(^x )2 = A2c^4, (a^x )'x + b^x + = 0. (52)
В (52) две любые функции из четырех можно 

считать заданными (произвольным образом), а 
две оставшиеся — искомыми.

Рассмотрим подробнее частный случай 
b(x) = 0, c(x) = 1. Исключая a из (52), приходим к 
дифференциальному уравнению для функции ^ :

u = U(z), z = 4X 2e Xx - 12, (48)
где функция U(z) описывается неавтономным 
обыкновенным дифференциальным уравнением

4zU; + 2U'z + f (U ) = 0. (49)
Замечание 6. Решение (48) уравнения (47) было 

получено в [8].
Пример 7 Положим теперь a(x) = c(x) = p(x) = 1,

s0 = 4. Уравнение (42) в этом случае тождественно
удовлетворяется, а решения уравнений (41) и (43) 
имеют вид

b( x) = ------ 0— , 0(x) = (x + C1)2,
x + C1

где C1 — произвольная постоянная. Значениям 
C1 = 0, k0 = - ! ( n  -1) соответствует n -мерное не-

^  = ( М ' 2 + 4)(^x )2. (53)
Уравнение (53) является автономным и обоб­

щенно-однородным. Его общее решение имеет 
вид

% = \ Q( x + C2)
C1eXx

A2
k0+3A2 при k0 Ф -3A2, 

при k0 = -3A2,
(54)

где C1, C2, X — произвольные постоянные. Функ­
ция a выражается через ^ по формуле
a = A2̂ 4(^x )-2, которая следует из первого уравне­
ния (52).

Пример 8. Положим в (51) и (54) 
A = C1 = s0 = 1, k0 = -3, X = 1/2, b(x) = 0, c(x) = 1. 
Находим ^( x) = ex/2, a(x) = p(x) = ex. В результате
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получим нелинейное уравнение типа Клейна- 
Гордона

Щ = (exux )х + exf(u),
которое для произвольной функции f  (u) до­
пускает точное инвариантное решение вида
u = U(z), где z = exl2t .

кает точное решение типа обобщенной бегущей 
волны

u = U (z), z = t + m f- ^ ,  (59)
J a(x)

где функция U(z) описывается автономным 
обыкновенным дифференциальным уравнением 
с запаздыванием

3. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ТЕЛЕГРАФНЫХ УРАВНЕНИЙ 

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ
3.1. Нелинейные уравнения с запаздыванием, 

допускающие точные решения типа обобщенной 
бегущей волны

Полученные в разд. 2 результаты можно обоб­
щить также на случай более сложных нелинейных 
телеграфных уравнений с запаздыванием следую­
щего вида:

c(x u  + d( x)ut = [a( x)ux ]x + (55)
+ b(x)ux + p(x) f  (u, w), w = u(x, t -  t),

где t — время запаздывания, f  (u, w) — произволь­
ная функция двух аргументов.

Покажем, как решения нелинейного теле­
графного уравнения без запаздывания (5), кото­
рые определяются формулами (6) и (20), могут 
быть использованы для построения точных реше­
ний нелинейного уравнения с запаздыванием (55). 
Пусть уравнение (5) допускает решение типа 
обобщенной бегущей волны вида

u = U (z), z = t + 0( x), (56)
где функция U (z) удовлетворяет обыкновенному 
дифференциальному уравнению (10). Тогда урав­
нение с запаздыванием (55) допускает точное ре­
шение вида (56), где функция U (z) удовлетворяет 
обыкновенному дифференциальному уравнению 
с запаздыванием

U';z -  k(z)U'z + s(z)f(U , W ) = 0, W  = U(z -  t). (57)
Уравнения (25), (28), (29), (31), (36), (39) до­

пускают решения вида (56). Поэтому допускают 
также точные решения вида (56) более сложные 
нелинейные телеграфные уравнения, которые 
получаются из указанных уравнений заменой 
функции f  (u) на функцию f  (u, w).

Пример 9. Нелинейное уравнение типа Клей­
на—Гордона с запаздыванием

utt = [a( x)ux ]x + m 1
a( x) 

w = u( x, t -  t),

f  (u, w), (58)

которое является обобщением уравнения (25), 
для произвольных функций a(x) и f  (u, w) допус-

U"z + f  (U, W ) = 0, W  = U(z -  t). (60)
Отметим, что при f  (U ,W ) = Ug(W /U ) уравне­

ние (60) допускает точное решение вида UCeXz, 
где C — произвольная постоянная, а X определяет­
ся из трансцендентного уравнения X2 + g(e~xX) = 0.

Пример 10. Нелинейное телеграфное уравне­
ние с запаздыванием

Щ + u  = [a( x)ux ]x +
a( x) 

w = u( x, t -  t),

-1 f  (u, w),

которое является обобщением уравнения (29), 
для произвольных функций a(x) и f  (u, w) имеет 
точное решение типа обобщенной бегущей волны

u = U (z), z = t + f x dx ,
J a(x)

где функция U (z) описывается дифференциаль­
ным уравнением (60).

3.2. Нелинейные уравнения с запаздыванием, 
допускающие решения с мультипликативным 

разделением переменных
Нелинейное телеграфное уравнение с запаз­

дыванием

c(x u  + d(x )u = [a( x)ux ]x + b(x u  + (61)
+ uF(x, w/u), w = u(x, t -  t),

зависящее от пяти произвольных функций a( x), 
b(x), c(x), d( x), F  (x, v), допускает точное решение 
в виде произведения функций разных аргументов
u = eXt̂ ,( x), где X — произвольная постоянная, а 
функция ^ = ^(x) описывается линейным обык­
новенным дифференциальным уравнением

[a( x)^x ]x + b( x)^ x +
+ [V(x, e~Xx) -  X2c(x) -  Xd(x)] ]  = 0.

Некоторые точные решения этого уравнения 
можно найти в [55, 56].

В специальном случае d(x) = 0 уравнение (61) 
допускает также точные решения вида 
u = sin(P„t + C)^(x), где = nn/т (n = 1, 2, ...), C — 
произвольная постоянная.

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ” том 8 № 3 2019



ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ТЕЛЕГРАФНЫХ УРАВНЕНИЙ 221

4. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ
Описаны различные классы нелинейных урав­

нений типа Клейна—Гордона и телеграфных 
уравнений с переменными коэффициентами, ко­
торые допускают точные решения с функцио­
нальным разделением переменных. Особое вни­
мание уделено уравнениям достаточно общего 
вида, которые зависят от одной или нескольких 
произвольных функций. Приведены примеры 
конкретных уравнений и их точных решений. 
Построены также некоторые точные решения ти­
па обобщенной бегущей волны более сложных 
нелинейных телеграфных уравнений с запазды­
ванием.

Работа выполнена по теме государственного зада­
ния (№ госрегистрации АААА-АІ7-117021310385-6) и 
при частичной финансовой поддержке Россий­
ского фонда фундаментальных исследований 
(проект № 18-29-10025).
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Abstract-Various classes of nonlinear telegraph equations with variable coefficients
c(x)utt = [a(x)ux]x + b(x)ux + p(x)f(u),

which allow exact solutions with a functional separation of variables of the form u = U(z), z = 9 (x, t), have 
been described. It has been shown that the source functionf(u) and any four of the five coefficients a(x), b(x), 
c(x), d(x), and p(x) of these equations can be chosen arbitrarily, and the remaining coefficient is expressed in 
terms of them. The properties have been studied of the overdetermined system of differential equations for the 
function 9 (x, t) and some its solutions have been obtained. Examples of particular equations and their exact 
solutions are given. Some exact generalized traveling-wave solutions of more complex nonlinear telegraph 
equations with delay of the form

c(x)utt + d(x)ut = [a(x)ux]x + b(x)ux + p(x)f(u, w), w = u(x, t -  t), 
where t > 0 is the delay time andf(u, w) is an arbitrary function of two arguments, are also obtained.

Keywords: nonlinear telegraph equations, nonlinear Klein-Gordon type equations, differential equations 
with delay, exact solutions, functional separable solutions, generalized traveling-wave solutions
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