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1. ВВЕДЕНИЕ

Нелинейные уравнения в частных производ-
ных являются ценным инструментом для описа-
ния различных явлений во многих областях наук,
таких как биология, химия, гидрогазодинамика и
нелинейная оптика [1–6]. Оптические солитоны
являются основными носителями информации в
телекоммуникационных системах благодаря их
способности преодолевать большие расстояния
без изменения формы. Известно, что динамика
солитонов в нелинейной оптике наиболее часто
моделируется при помощи нелинейного уравне-
ния Шрёдингера. Однако множество других мо-
делей может служить альтернативой НУШ. Это
множество включает в себя комплексное уравне-
ние Гизбурга–Ландау, являющееся широко из-
вестной задачей нелинейной физики. Оно описыва-
ет ряд процессов, среди которых фазовые переходы
второго рода, сверхпроводимость, бимолекулярная
динамика, конденсация Бозе–Эйнштейна, оп-
тические волноводы и волокна, сверхтекучесть
и другие явления. Обобщенное комплексное
уравнение Гинзбурга–Ландау имеет следующий
вид [7–9]

(1.1)

где  – комплекснозначная функция, описы-
вающая интенсивность оптического импульса, 
является расстоянием,  соответствует времени,

, , , ,  – вещественные параметры матема-
тической модели, среди которых  отвечает за
дисперсию,  – за нелинейность, , ,  – за эф-
фекты возмущения,  – функция, описывающая
нелинейность модели.

При наличии дополнительных членов возму-
щения, рассмотренных в [10, 11], комплексное
уравнение Гинзбурга–Ландау приводится к сле-
дующему виду

(1.2)

где  – коэффициент интермодальной диспер-
сии,  отвечает за самокручение оптического им-
пульса, предотвращающего формирование шоко-
вых волн,  и  – коэффициенты нелинейной
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дисперсии,  – параметр максимальной интен-
сивности,  – параметр возмущения.

В уравнении (1.2) учтем также, что при распро-
странении оптические импульсы могут подвер-
гаться неавтономным возмущениям внешней
среды, учитывая в (1.2) присутствие простого пе-
риодического возмущения

(1.3)

где  – амплитуда возмущения,  – его частота.
И амплитуду, и частоту возмущения будем счи-
тать положительными.

Основная задача данной работы состоит в ис-
следовании устойчивости при помощи метода
Мельникова уединенных волн, описываемых
уравнением (1.3), по отношению к малым возму-
щениям математической модели.

2. ОБЫКНОВЕННОЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ, 

СООТВЕТСТВУЮЩЕЕ УРАВНЕНИЮ (1.3)
Будем искать решения уравнения (1.3) с уче-

том переменных бегущей волны в следующем виде

(2.1)

где  описывает амплитуду волны, распростра-
няющейся со скоростью  вдоль оси .

Подставляя (2.1) в (1.3) и приравнивая к нулю
вещественную и мнимую части, имеем

(2.2)

Домножив второе уравнение системы на  и
проинтегрировав его по , получим

(2.3)

Из (2.3)  выражается следующим образом

(2.4)

Подставляя (2.4) в первое уравнение систе-
мы (2.2), имеем

(2.5)

где

(2.6)

Отбросив в (2.5) члены второго порядка малости, перепишем его в следующем виде
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Ради краткости записи, введем в (2.7) следую-
щие обозначения

(2.8)

С учетом введенных обозначений, (2.7) примет
следующий вид

(2.9)

Начнем с рассмотрения нескольких частных
случаев уравнения (2.9) при помощи метода
Мельникова.

3. СЛУЧАЙ 1.  ( ), 
 И  ( ). ПРИМЕНЕНИЕ 

МЕТОДА МЕЛЬНИКОВА К УРАВНЕНИЮ (2.9)

Рассмотрим случай . Уравнение (2.9)
примет вид

(3.1)

В каноническом виде (3.1) выглядит следую-
щим образом

(3.2)

Нетрудно заметить, что система уравнений (3.2)
является возмущенной Гамильтониановой систе-
мой. Аналитически проанализировать возмож-
ность возникновения хаоса в системах такого ти-
па можно при помощи метода Мельникова [12–14].
Примеры применения метода Мельникова при-
ведены в работах [15–18]. Он включает в себя по-
строение функции Мельникова, описывающей
расстояние между устойчивым и неустойчивым

многообразиями седловой стационарной точки,
трансверсальное пересечение которых представ-
ляет собой отправную точку на пути к хаотиче-
ской динамике. Несмотря на то, что теория Мель-
никова носит чисто приблизительный характер,
это один из немногих методов, позволяющих ана-
литически предсказать возникновение хаоса. Од-
нако, данный метод позволяет прогнозировать
значения параметров, связанных только с назы-
ваемым гетероклиническим или гомоклиниче-
ским хаосом. Так, чтобы построить функцию
Мельникова системы (3.2), нужно сначала найти
явные выражения для ее гомоклинических или
гетероклинических орбит.

Система уравнений (3.2) при  является
Гамильтонионовой с Гамильтонианом

(3.3)

В невозмущенной форме система уравнений (3.2)
при   обладает гомоклинической ор-
битой в форме

(3.4)

Гомоклиническая орбита (3.4) соединяет сед-
ловую точку покоя  саму с собой (рис. 1).

В случае   в невозмущенном виде (3.2)
имеет гетероклиническую сепаратрису, соединя-

ющую две седловые точки  и 

между собой (рис. 1)

(3.5)

Используя явные выражения для сепаратрис (3.4)
и (3.5), можно построить функцию Мельникова
рассматриваемой системы (3.2) вдоль получен-
ных орбит для двух рассматриваемых случаев. Ис-
комая функция Мельникова вдоль гомоклиниче-
ской орбиты (3.4) выражается интегралом

(3.6)

где для визуального упрощения результата опу-
щены верхние индексы  при функции Мельни-
кова и сепаратрисах. При следующей записи мы к
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ним вернемся. Итак, с учетом явного выражения
гомоклинической орбиты (3.4), (3.6) примет вид

(3.7)

где
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Аналитическое нахождение интегралов Мель-
никова, выражаемых формулой (3.8), представле-
но в приложении А. Таким образом, функция
Мельникова (3.7) всегда обладает множеством
простых нулей и выполняется необходимое усло-
вие неустойчивости оптического солитона (гомо-
клинической орбиты) по отношению к малым
возмущениям.

Аналогичным образом построим функцию
Мельникова системы (3.2) вдоль гетероклиниче-
ской орбиты (3.5)

(3.9)

где снова для упрощения визуального восприятия
результата опущены верхние индексы  при
функции Мельникова и гетероклинической ор-
бите. В следующей записи мы к ним вернемся.
Так, с учетом явного выражения гетероклиниче-
ском орбиты (3.5) функция Мельникова (3.9) за-
пишется следующим образом
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Рис. 1. Гомоклиническая и гетероклиническая орбиты системы (3.2) при : а) В = –1, D = 1; б) В = 1, D = –1.
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(3.10)
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(3.11)

Детальное взятие интегралов (3.11) приведено
в приложении А.

Таким образом, функция Мельникова (3.10),
построенная вдоль гетероклинической орбиты (3.5),
обладает простыми нулями уже не при произ-
вольных значениях управляющих параметров.
Условие наличия простых нулей у (3.10) запишет-
ся следующим образом
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Рис. 2. Зависимость критического значения  возникновения гетероклинической бифуркации от различных парамет-
ров управляющей системы при      (кроме верхнего левого рисунка),  (кроме верх-
него правого рисунка) и  (кроме нижнего рисунка).
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(3.12)

Зависимость критического значения амплиту-
ды внешней силы  от управляющих параметров
уравнения с учетом ранее введенных обозначе-
ний (2.8) представлена на рис. 2. На представлен-
ных рисунках для значений параметров над кри-
выми выполняется необходимое условие возник-
новения гетероклинической бифуркации (3.10).

4. СЛУЧАЙ 2.  И . 
ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА МЕЛЬНИКОВА 

К УРАВНЕНИЮ (2.9)

Рассмотрим второй случай (2.9)

(4.1)

Мотивация этого рассмотрения заключается в
том, что, как и в предыдушем разделе, здесь мож-
но получить явное выражение сепаратрисы, ис-
пользуемое в методе Мельникова [7]. Рассмотрим
невозмущенный вариант уравнения (4.1)

(4.2)
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Введя в уравнение (4.2) следующую замену

(4.3)
получим

(4.4)
Уравнение (4.4) в канонической форме имеет

вид системы уравнений

(4.5)
Система уравнений (4.5) может иметь одну или

три стационарные точки в зависимости от значе-
ний управляющих параметров системы, так как
значения их координат удовлетворяют следую-
щим уравнениям

(4.6)
Явные выражения координат стационарных то-
чек по оси  являются громоздкими, поэтому
приводить здесь их не будем. Заметим, однако,
что для применения метода Мельникова необхо-
димо, чтобы невозмущенная система обладала се-
паратрисой, что возможно только в случае трех
стационарных точек. Таким образом, потребуем,
чтобы дискриминант кубического полинома в
правой части второго уравнения системы (4.5)
был положителен

(4.7)
что эквивалентно выполнению одного из двух
следующих наборов неравенств

(4.8)
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Рис. 3. Графики кубических парабол , задаваемых вторым уравнением системы (4.6).
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(4.9)

Предполагая в дальнейшем, что выполняются
условия (4.8) или (4.9), обозначим вещественные
корни уравнения (4.6) как , без ограниче-
ния общности полагая, что . Устойчи-
вость точки покоя   определяется
собственными значениями следующей матрицы
Якоби

(4.10)

которые равны

(4.11)

Итак, получаем, что, в случае выполнения нера-
венств (4.8) две стационарные точки системы

 и  являются центрами, а  – сед-
лом; в случае (4.9) – наоборот. Схематически до-
казать это утверждение можно с помощью рис. 3.
Из рисунков видно, что при  (рис. 3а) функ-
ция  в точках  и  пересекает ось  с поло-
жительной производной:

(4.12)

откуда следует, что  являются веществен-

ными числами разных знаков, а значит  – сед-
ловые точки. С помощью аналогичного анализа
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можно прийти к выводу, что  – центр при ,
также рассмотреть случай .

Система (4.5) является гамильтониановой с
Гамильтонианом

(4.13)

Принимая во внимание проведенный выше
анализ устойчивости стационарных точек, в слу-
чае (4.8) имеем только одну допустимую сепара-
трису системы (4.5).

(i) Гомоклиническая орбита, соединяющая
седло  само с собой.

В случае (4.9) количество потенциально воз-
можных вариантов увеличивается до трех случаев:

(i) гомоклиническая орбита, соединяющая
седло  само с собой;

(ii) гомоклиническая орбита, соединяющая
седло  само с собой;

(iii) гетероклиническая орбита, соединяющая
седла  и  между собой.

Теперь, чтобы успешно применить метод
Мельникова для исследования нелинейной дина-
мики системы уравнений (4.1), нам нужно выяс-
нить, в каких областях значений параметров го-
моклинические или гетероклинические орбиты
существуют и найти их явные выражения. Случай
гетероклинической орбиты можно исключить
сразу, потому что равенство 
при  выполняется лишь при , а значит
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Рис. 4. Гомоклинические орбиты системы (4.2) при : а) B = −1, D = −1/2, C = −1/4; б) B = −1, D = 1/4, C = 3/2.
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о случае трех стационарных точек говорить не
имеет смысла.

Предпримем попытку найти явные выраже-
ния гомоклинических орбит системы (4.5). Если
гомоклиническая орбита проходит через точку

 , то она является следующей линией
уровня Гамильтониана

(4.14)

Учитывая, что , предположим возмож-
ность следующего разложения на множетели

(4.15)

Разделив левую часть уравнения (4.15) на
, получим

(4.16)

Можно заметить, что если  является стацио-
нарной точкой рассматриваемой системы (4.5),
то  обязательно является корнем уравнения
(4.16), так как при подстановке в него  по-
лучаем

(4.17)

что с точностью до множителя является уравне-
нием стационарной точки.

С учетом приведенных выше замечаний (4.15)
принимает вид

(4.18)

где  и  удовлетворяют следующему квадрат-
ному уравнению

(4.19)

Введем в (4.18) замену [19–21]

(4.20)

С учетом (4.20) уравнение (4.18) принимает
вид

(4.21)
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где

(4.22)

Решением уравнения (4.21) является функция

(4.23)

где

(4.24)

а  – произвольная постоянная.
Тогда решение уравнения (4.14) может быть

выражено как

(4.25)

Для удобства здесь произвольная постоянная
 выбрана равной нулю. Явный вид полученного

решения говорит нам о том, что для его веще-
ственности нужно, чтобы  и  были веще-
ственными. Вещественность  и  обеспечива-
ется неотрицательностью дискриминанта урав-
нения (4.19):

(4.26)

Вещественность  обеспечивается выполне-
нием неравенства

(4.27)

Обратим внимание на неравенство (4.27). В со-
ответствии с теоремой Виета и из уравнения (4.19)
следует, что

(4.28)

Подставив (4.28) в (4.27), для седловых точек
покоя имеем

(4.29)

из чего следует, что .
Заметим, что при выполнении вышеприведен-

ных условий функция (4.25) удовлетворяет усло-
вию

(4.30)

то есть является гомоклинической орбитой.
Сводные результаты условий существования

гомоклинических орбит седловых точек  систе-
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мы (4.5) представлены в таблице 1. Обратной за-
меной перейдем теперь к переменной . Гомо-

клиническая орбита седловой точки покоя
 системы (4.1) имеет вид

(4.31)

в случае . Неотрицательность  требуется для
того, чтобы координата  стационарной точки
по оси  была вещественным числом.

Примеры гомоклинических орбит, задаваемых
формулой (4.31), представлены на рис. 4.

Выполнив поиск явных выражений для гомо-
клинических орбит системы (4.2), построим функ-
цию Мельникова вдоль этих орбит

(4.32)

где учтено, что ;  – точка по-

коя, которую орбита  соединяет саму с
собой, а  – точка поворота гомоклинической

орбиты, при различных значениях управляющих

параметров являющаяся либо , либо , что

вытекает из уравнения (4.18).

C учетом явного вида гомоклинической орбиты (4.31) функция Мельникова (4.32) обретет вид
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Таблица 1. Значения управляющих параметров, при которых через стационарную точку  системы (4.5) прохо-
дит гомоклиническая орбита (4.25)
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(4.33)

где

(4.34)

Условие, при котором функция (4.33) меняет
знак, выглядит следующим образом

(4.35)

Таким образом, необходимое условие суще-
ствования гомоклинического хаоса в системе вы-
ражается неравенством (4.35), из которого можно
определить области значений управляющих па-
раметров, при которых может наблюдаться нере-
гулярное динамическое поведение.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрено возмушенное обобщен-
ное уравнение Гинзбурга–Ландау в переменных
бегущей волны. Путем анализа устойчивости ста-
ционарных точек уравнения найдены значения
параметров, при которых система обладает гете-
роклиническими и гомоклиническими орбита-
ми. Найдены явные выражения сепаратрис сед-
ловых точек системы для двух частных случаев
значений управляющих параметров. Исследова-
ние анализа устойчивости этих орбит по отноше-
нию к малым возмущениям при помощи постро-
ения функции Мельникова вдоль них. Посред-
ством анализа нулей построенной функции
найдены ограничения на управляющие парамет-
ры системы, при которых выполняется необходи-
мое условие возникновения гомоклинического
или гетероклинического хаоса.

А. НАХОЖДЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ 
МЕЛЬНИКОВА

Рассмотрим более подробно нахождение инте-
гралов Мельникова (3.8) и (3.11). Начнем с инте-
грала

(А. 1)

для вычисления которого используем следующую
вспомогательную функцию

(А. 2)
Контур интегрирования выберем в форме по-

лукруга радиуса  в верхней полуплоскости. Так
как функция  на CR = 
удовлетворяет следующему соотношению

(А. 3)

то она равномерно сходится к нулю при  и
согласно лемме Жордана при 

(А. 4)

По основной теореме о вычетах имеем, что

(А. 5)

где  – особые точки функ-
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полюс второго порядка, вычет в котором рассчи-
тывается следующим образом

(А. 6)

Переходя к пределу  в (А.5), получим

(А. 7)

Тогда искомый интеграл

(А. 8)

Второй искомый интеграл равен нулю, так как
интегрируемое выражение является нечетной
функцией в симметричных пределах

(А. 9)

Значение интеграла

(А. 10)

найдем с помощью вспомогательной функции

(А. 11)
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(А. 12)

В соответствии с основной теоремой о вычетах
имеем

(А. 13)

где  – особые точки функ-

ции . Во всех своих особых точках  имеет
полюс второго порядка, вычет в котором вычис-
ляется следующим образом

(А. 14)

При переходе к пределу  в (А.13), имеем

(А. 15)

Искомый же интеграл имеет вид

(А. 16)

Рассмотрим интеграл

(А. 17)

Проведя в (А.17) алгебраические преобразова-
ния, получим

(А. 18)
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Abstract—A perturbed second-order ordinary differential equation obtained by passing to traveling wave vari-
ables in the generalized Ginzburg–Landau equation is considered. The stability of the stationary points of the
equation is analyzed and intervals of parameters are found for which the system has separatrices of saddle
points. Explicit expressions for the homoclinic and heteroclinic orbits of the system are found for two special
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cases of parameters. The stability of these orbits is analyzed t by constructing the Melnikov function along
them. The analysis of the zeros of the Melnikov function allows us to determine the ranges of the control pa-
rameters of the system where the necessary condition for the occurrence of Melnikov chaos is satisfied.
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