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При влете заряженной частицы в монокристалл происходит перестройка плоской волновой функции 
свободного электрона в суперпозицию локализованных волновых функций дискретных состояний движения 
в режиме каналирования.  Перестройка волновой функции электрона из свободного в каналированное со-
стояние может произойти упруго, но может и сопровождаться квазихарактеристическим переходным элек-
тромагнитным излучением, возникающим на границе кристалла. Это переходное излучение дополняет хо-
рошо известный тип излучения, возникающий в глубине кристалла при переходах каналированных частиц 
между дискретными состояниями квазисвязанного поперечного движения. Цель статьи – сравнение интен-
сивностей этих двух типов излучения.    
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ВВЕДЕНИЕ 
 
При движении релятивистского электрона в 

ориентированном монокристалле в режиме ка-
налирования [1] возникает достаточно мощное 
жесткое электромагнитное излучение, что давно 
известно как экспериментаторам [2–6], так и 
теоретикам [7–13]. Процессы излучения, возни-
кающего при каналировании (рис. 1), исследо-
вались теоретически как в классическом [12], 
так и в квантовом [7] приближениях. Классиче-
ское приближение позволяет адекватно оценить 
интенсивность возникающего излучения, но не 
отражает его важных, характерных особенно-
стей, связанных с дискретностью энергетиче-
ского спектра квантовых каналированных со-
стояний. В квантовом приближении эти осо-
бенности учитываются автоматически есте-
ственным образом, однако математические 
трудности квантового описания позволяют рас-
считать спектральные и энергетические харак-
теристики возникающего излучения только 
численно.  

В недавнем цикле статей авторов [14–17] для 
исследования электромагнитных процессов, 
возникающих при каналировании, был приме-
нен квантово-классический подход, сочетаю-
щий преимущества обоих приближений. Этот 

подход позволяет сохранить физическую про-
зрачность описания и использовать простые 
аналитические расчетные методы для получе-
ния количественных результатов. При квантово-
классическом подходе авторы без особых мате-
матических трудностей смогли количественно 
оценить спектральные характеристики и интен-
сивность излучения, возникающего при плос-
костном [16] и осевом [17] каналировании как 
отрицательно заряженных частиц (электронов), 
так и частиц, заряженных положительно (пози-
тронов). За пределами рассмотрения, однако, 
пока осталась важная переходная компонента 
излучения, которая возникает при перестройке 
волновой функции свободного электрона в ка-
налированное состояние на влете в кристалл [7, 
18–20]. 

 

 
Рис. 1. Диаграмма перехода частицы из состояния 
непрерывного спектра в квазисвязанное каналиро-

ванное состояние дискретного спектра 

DOI

mailto:kalash@mephi.ru
mailto:asolchak@mephi.ru


 ИЗЛУЧЕНИЕ, ВОЗНИКАЮЩЕЕ ПРИ ЗАХВАТЕ  
СВОБОДНОГО ЭЛЕКТРОНА В КАНАЛИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ   

 

– 282 – 

Понятно, что для тонких кристаллических 
мишеней, когда излучение из объема кристалла 
невелико, эта переходная компонента может 
играть определяющую роль. Здесь авторы пред-
лагают оценку интенсивности переходной ком-
поненты излучения при перестройке электрона 
в каналированное состояние, основанную на 
уже зарекомендовавшем себя упрощенном 
квантово-классическом подходе. 

 
ВЫБОР УСРЕДНЕННОГО ПОТЕНЦИАЛА 

ПОПЕРЕЧНОГО ДВИЖЕНИЯ 
 
Если частица влетает в кристалл под углом к 

кристаллографической оси, меньшим, чем угол 
Линдхарда 2 ,L U E  /  [1], она начинает дви-
гаться в режиме каналирования и пролетает 
внутри каналов, образованных кристаллографи-
ческими осями, довольно большие расстояния. 
Движение поперек таких каналов ограничено 
расстояниями порядка радиуса атома (для отри-
цательно заряженной частицы) или порядка 
межатомного расстояния (для частицы положи-
тельно заряженной). В любом случае попереч-
ное движение будет финитным, и по законам 
квантовой механики будет характеризоваться 

дискретным набором возможных уровней энер-
гии поперечного движения. Основная идея, су-
щественно упрощающая теоретическое описа-
ние эффекта каналирования, заключается в за-
мене истинного сложно устроенного потенциа-
ла осей (атомных цепочек) некоторым усред-
ненным и потому гладким и непрерывным в 
осевом направлении.  

В общем случае периодический потенциал 
кристаллической решетки можно представить в 
виде 

    exp ,V V i  g

g

R gR               (1) 

где g – вектор обратной решетки; R – радиус-
вектор каналированной частицы в лабораторной 
системе отсчета (ЛСО), который можно пред-
ставить в виде суммы R = vt + r, где r – радиус-
вектор частицы в сопутствующей системе от-
счета (ССО), движущейся вдоль направления 
каналирования со скоростью v, равной про-
дольной скорости каналированной частицы. 
Обозначая поперечную и продольную компо-
ненты  вектора  обратной  решетки,  соответ-
ственно, через g и gz (𝑔𝑧 = l/d, l = 0, 1, 2, …),    
получаем 

 
      , exp 2 2 exp 2 ,

z

z

l
g z z

g l

V V i ig vt i F ig vt        g

g

grR                        (2) 

где 

  ,2 /
1 exp 2 2 / , 0,1, 2, ... l

l dF V i ilz d l
i

      g

g

gr                                    (3) 

 
Целочисленный коэффициент l = 0, 1, 2, 3, … 

определяет номера разрешенных в периодиче-
ской структуре компонент векторов обратной 
решетки gz = l/d, где d – расстояние между ато-
мами в кристалле вдоль оси каналирования. 
Слагаемое с l = 0 в сумме (3) соответствует 
усредненному, не зависящему от z потенциалу, 
обусловливающему каналированное движение 
[1, 7]. 

Если предположить, что взаимодействие за-
ряженной частицы с изолированным атомом 
описывается экранированным кулоновским по-
тенциалом 

      2
0 1 2 0/ exp / ,U Z Z e r r R r           (4) 

где Z1 – заряд ядра атома; Z2  – заряд налетаю-
щей частицы (–е для электрона или +е для пози-

трона), 
 

1/22 2/3 2/3
1 21

0 2

me Z Z
R


  – обратный 

радиус экранирования. Усредненный потенциал 
изолированной цепочки U(ρ) будет иметь вид 
[7] 

〈𝑈(ρ)〉 = 2𝑍1𝑍2𝑒
2

𝑑
 𝐾0 ( ρ

𝑅0
) .               (5) 

После усреднения потенциал цепочки  
〈𝑈(ρ)〉 зависит только от расстояния ρ между 
частицей и осью этой цепочки. Функция K0 (ρ) в 
(5) – нулевая специальная функция МакДоналда 
[7]. Дальнейшая работа с потенциалом (5) воз-
можна только численно, а для аналитического 
исследования разумно аппроксимировать его 
более простыми математическими функциями, 
как это и делалось, например, в работах [14–17, 
19–20]. 
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Ненулевые слагаемые в сумме (3) можно 
рассматривать как возмущения на фоне непре-
рывного потенциала каналирования (5). Они 
могут служить причиной индуцированных пе-
реходов между уровнями квантованного попе-
речного движения каналированных частиц.  

Волновая функция релятивистского электро-
на, движущегося в усредненном потенциале 
〈𝑈(ρ)〉 (потенциал типа (5) или его упрощенная 
аппроксимация), удовлетворяет квадрирован-
ному уравнению Дирака, которое, в пренебре-
жении градиентными и квадратичными по по-
тенциалу слагаемыми, имеет вид [7] 

    
2

( ) .
2 r U r E r

 
        

 
   (6) 

Как уже упоминалось в этой статье и в 
предшествующих работах [14–17], найти в ана-
литическом виде волновые функции, удовле-
творяющие уравнению (6), весьма затрудни-
тельно не только с усредненным потенциалом 
(5), но и даже со многими его упрощенными 
аппроксимациями. Относительно несложно, 
используя квазиклассическое приближение, 
оценить число допустимых уровней энергии для 
электрона в усредненном потенциале. Для по-
тенциала (5) расчет [7] дает значение 

 

 
2 1/3 2

1 1
max 02 2 2

00 0

2 2( ) .Z e Z
N U d K d

Rd de

 
  

         
 

                                   (7) 

 
Для ультрарелятивистского электрона нужно 

еще умножить выражение (7) на лоренц-фактор 
γ. Похожие выражения получаются и для мно-
гих реалистических аппроксимаций усреднен-
ного потенциала [7, 14–17, 19].  

Явно решить уравнение (6) и найти его ана-
литические решения хотя бы в специальных 
функциях удается только для не очень реали-
стичного, но очень простого потенциала  

0 , ;
( )

0, .
V a

U
a

  
  

 
                     (8) 

 

Решения уравнения (6) с потенциалом (8) 
имеют вид 

   

 
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ρ ρ

ρ
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где m = 0, ±1, ±2,…,  – азимутальное квантовое 

число; 0
2 2

2 2 ;n
n

V E
k  

   2
2 ,n

n

E 
   а 

постоянные нормировки имеют вид 
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C
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 




    
 

                     (10) 

 
Из условия сшивки волновой функции (8) на 

окружности ρ = a получается трансцендентное 
уравнение для определения собственных значе-
ний энергии 

 
   

    0.
m m

m m

kJ ka K a

J ka K a

  

  
              (11) 

Стоит отметить, что при любой сколь угодно 
малой глубине  0V   в двумерной яме всегда 
имеется, по крайней мере, один дискретный 
уровень энергии [19–23]. Например, для моно-
кристалла вольфрама (Z = 74, d = 3,16 Å) чис-
ленный расчет дает следующие два уровня 
энергии в нерелятивистском случае: 

1 102,80   эВ, 1 3,74   эВ. 
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КОЭФФИЦИЕНТЫ ЗАСЕЛЕННОСТИ  
УРОВНЕЙ ЭНЕРГИИ 

 
Волновая функция электрона до влета в кри-

сталл имеет вид плоской волны 

 
cos( ), exp exp ,zizp ip

z     
     

   
ρ     (12) 

где  𝑝⊥– поперечная оси каналирования состав-
ляющая импульса частицы, а полярный угол 
отсчитывается от направления вектора 𝒑⊥⃗⃗⃗⃗  ⃗. Рас-
кладывая плоскую волну (13) по набору волно-
вых функций внутри кристалла (9) 

   
,

cos( )exp ,nm nm

n m

ip
Q p



  
  

 
 ρ    (13) 

можно найти коэффициенты заселенности 
уровней энергии, которые сформируются после 
перестройки падающей плоской волны в кана-
лированное состояние (в сумму (13)). По сути, 
это будут квадраты модулей коэффициентов 
разложения из выражения (13) 
 

 

 *cos( )exp .

nm

nm

Q p

ip
d d







  
     

 
 ρ

   (14) 

 

Учитывая, что    
2

cos

0

2 ,i x m m
me d i J x


 

      

вычисление интеграла (14) дает результат 

  
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2
0 2 2

2 2
2 2

2 ,
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p p a p a
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    
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        (15) 

где 2 0
0 2

2 ,V
k


  а zp p p      (при zp p ). 

Подчеркнем, что приведенные квантово-
механические вычисления проделаны для мате-
матически самой простой из всех, что могут 
быть аппроксимации усредненного потенциала 
(8) – и тем не менее, они уже имеют столь ма-
ловразумительный и громоздкий вид, что даль-
нейшая аналитическая работа с ними почти ли-
шена практического смысла.  Для рассмотрения 
эффекта переходного излучения, возникающего 
при перестройке волновой функции первона-
чально свободного электрона в квантовую су-
перпозицию волновых функций каналирован-
ных состояний типа (13), необходимо еще вве-
сти в вычисляемые матричные элементы волно-
вые функции испускаемых фотонов, определяе-
мые их энергиями и импульсами, и, соответ-
ственно, проводить интегрирования и по этим 
дополнительным переменным. Запутанность 
подобных вычислений и сложно выразимые ре-
зультаты совсем лишают их практического 
смысла. Разумнее рассмотреть задачу в упро-
щенном квантово-классическом приближении. 

 

КЛАССИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА  
ИНТЕНСИВНОСТИ ИЗЛУЧЕНИЯ  

ПРИ ПЕРЕСТРОЙКЕ ВОЛНОВОЙ ФУНКЦИИ 
 

Перестройка волновой функции электрона из 
свободного состояния, описываемого плоской 

волной (12), в каналированное состояние, опи-
сываемое суперпозицией волновых функций 
типа (13), происходит не мгновенно на границе 
кристалла, но в некоторой переходной области, 
толщиной Lпер (см., например, [7]). Только в 
глубине кристалла, на расстояниях z > Lпер от 
границы влета электрона, состояние электрона 
можно считать вполне каналированным и опи-
сывать волновой функцией типа (13).  

Энергия движения, поперечного направле-
нию каналирования, у свободного электрона 
при влете в кристалл или равна нулю (электрон 
влетает строго параллельно оси каналирования), 
или положительна и не превышает величины 
глубины усредненного потенциала каналирова-
ния U0 при влете под углами, не превышающи-
ми критического угла Линдхарда [1]. В пере-
ходной области 0 < z < Lпер энергия поперечно-
го движения электрона εtr меняется от положи-
тельного значения 0 < εtr < U0  до некоторого 
нового, отрицательного –U0 < εtr < 0, соответ-
ствующего отрицательным значениям попереч-
ной энергии в каналированном  состоянии.      
Характерное изменение поперечной энергии 
при  такой  перестройке,  очевидно,  будет   по-
рядка  глубины  потенциала  каналирования  
Δεtr ~ U0.  
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Перестройка волновой функции из исходно-
го состояния (12) в каналированное (13) может 
произойти упруго, как это рассматривалось в 
предыдущем разделе статьи, но  может сопро-
вождаться и сбросом части энергии электрона в 
форме кванта электромагнитного излучения – 
фотона с энергией ћω. Хорошо известно (см., 
например, [3, 6–9, 11–13, 14–17], что в случае 
когда релятивистская энергия свободного элек-
трона E много больше его энергии покоя 
mс2 (E >> mc2), релятивистский эффект Доплера 
приводит к тому, что характерные энергии фо-
тонов, испускаемых даже при небольшом изме-
нении поперечной энергии электрона Δεtr, будут 
весьма значительны, превышая изменения по-
перечной энергии в гамма-фактор (γ = E/m𝑐2) в 
квадрате раз:     

ћω ~  (E/mc2)2 < |Δεtr | > ~ (E/mc2)2 U0.   (16) 

При всем разнообразии выбора химического 
состава и кристаллографических направлений в 
кристаллах средние значения внутрикристалли-
ческого потенциала для неметаллических кри-
сталлов разнообразием не отличаются и состав-
ляют величины, близкие к значениям работы 
выхода электрона из данного материала (как 
правило, порядка десятка или нескольких де-
сятков эВ, смотри оценку (7), а также оценки в 
работах [3–5, 7, 14–17]).  

Интегральную интенсивность электромаг-
нитного излучения, возникающего при измене-
нии потенциальной энергии электрона на вели-
чину Δεtr ~ U0 на участке движения длины Lпер 
можно приближенно оценить с помощью клас-
сической электродинамической формулы для 
интенсивности дипольного излучения заряжен-
ной частицы, движущейся с ускорением 
w = F/m ~ U0/mLпер. С учетом большого ло-
ренц-фактора (γ = E/m𝑐2 ≫ 1) ультрареляти-
вистского электрона интенсивность [Вт] ди-
польного излучения составит: 

I  = (e2/2π ε0c
3)(F/m)2 ~ 

~ (e2/2π ε0c
3)(∆UЕ/m2с2Lпер)2.         (17) 

Умножая на время движения в переходном 
режиме t ~ Lпер/c, можно ценить интегральную 
энергию излучения, возникающего при перехо-
де электрона в каналированное состояние:  

W [Дж] ~ (e2/2πε0)(Е/mc
2)2
 

(∆U/mc2)2(1/Lпер).                 (18) 

Поделив (18) на типичную энергию одного 
излучаемого кванта (16), оценим среднее число 
испускаемых квантов переходного излучения в 
расчете на один перестраивающийся в канали-
рованное состояние электрон:  

N ~ W/ ћω ~ (e2/2πε0) (∆U/m2c4) (1/Lпер) ~ 

~ 3  10–15м / Lпер.  (19) 
 

 
ВЫВОДЫ  

И ЗАВЕРШАЮЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 
 
Какие выводы можно сделать из численной 

оценки (19)?  
1. Значение 3  10–15 м в числителе выражения 

(19), полученное при подстановке оценочного 
значения ∆U ~ 10 эВ и стандартных табличных 
значений остальных физических констант, заве-
домо много меньше межатомных расстояний в 
любом кристалле и тем более меньше ожидае-
мого значения длины перестройки волновой 
функции влетающего в кристалл электрона 
Lпер. Как следствие, число испускаемых при 
неупругой перестройке фотонов будет много 
меньше числа испытывающих перестройку вол-
новой функции электронов. Таким образом, да-
леко не каждый электрон перестраивается в не-
упругом процессе. Подавляющее большинство 
электронов переходит в каналированное состо-
яние упругим образом без сброса энергии. 

2. При движении электрона внутри кристал-
ла в каналированном состоянии количество ис-
пускаемых фотонов, очевидно, пропорциональ-
но толщине кристалла L (т.е. расстоянию, прой-
денному электроном в каналированном состоя-
нии). В случае переходного излучения число 
фотонов (19) обратно пропорционально длине 
Lпер, на которой происходит процесс. Для тон-
ких кристаллов переходное излучение должно 
быть преобладающим. 

3. Интенсивность переходного излучения 
(18) и число испускаемых фотонов (19) зависят 
от характерной длины перестройки волновой 
функции Lпер, оценка которой требует суще-
ственно квантового рассмотрения.  
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When a fast charged particle enters a single crystal, the plane wave function of the free particle is rearranged into 

a superposition of the localized wave functions, associated with bound transversal motion in channeling states. 
Transition of a free particle into the channeling state of bound transversal motion can be accompanied with quasi-
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characteristic electromagnetic radiation. This type of radiation, emitted when a particle enters the crystal, amends 
the known radiation, associated with transitions between discrete levels of transversal motion, generated in the depth 
of the single crystal.  Comparison of intensities of the two types of radiation is the objective of this note.   
 

Keywords: coherent interaction, channeling, single crystal, electromagnetic radiation, quantum mechanics, 
gamma radiation. 
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