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Рассматривается модель Ферми—Паста—Улама с учетом взаимодействия между частицами, которое 
выражается потенциалом четвертой и пятой степени. Выполнен предельный переход при стремле­
нии расстояния между частицами к нулю, а числа частиц к бесконечности. Показано, что вместо из­
вестного уравнения Кортевега—де Вриза при учете квадратичного взаимодействия между частица­
ми получается нелинейное уравнение в частных производных шестого порядка. Выведено эволю­
ционное уравнение пятого порядка. Исследованы аналитические свойства полученных уравнений 
пятого и шестого порядков. Показано, что общее решение дифференциального уравнения пятого 
порядка, полученного при переходе к переменным бегущей волны, при разложении в ряд Лорана 
имеет четыре ветви. На втором шаге теста Пенлеве найдены индексы Фукса, два из которых явля­
ются комплексными числами. Установлено, что в общем случае уравнение не проходит тест Пенле- 
ве, что соответствует тому, что задача Коши для полученного уравнения не решается методом об­
ратной задачи рассеяния. С помощью метода простейших уравнений получены некоторые точные 
решения эволюционного уравнения пятого порядка. Построены графики точных решений в случае 
потенциалов взаимодействия между частицами четвертой и пятой степени.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Модель Ферми—Паста—Улама представляет 

собой математическую модель распространения 
возмущений в цепочке точечных масс, взаимо­
действующих по нелинейному закону [1]. Она 
была предложена в 1952 году в Лос-Аламосе. Це­
лью работы Ферми, Паста и Улама было решить 
нелинейную задачу на ЭВМ [2]. Задача состояла в 
том, чтобы рассчитать колебания 64-х частиц 
одинаковой массы, связанных друг с другом пру­
жинками. При отклонении частицы от положе­
ния равновесия на А/, появлялась возвращающая
сила k  а / + a(Al )2. Здесь k и a  — постоянные коэф­
фициенты. Нелинейная добавка предполагалась 
малой по сравнению с основной силой k  A l . Фер­
ми, Паста и Улам задали начальное отклонение 
цепочки частиц от положения равновесия и на­
блюдали распространение возмущения в цепочке 
во времени. Их эксперимент стал особенно инте­
ресен, когда они получили, что спустя некоторое

время возмущение в цепочке частиц возвращает­
ся к начальному состоянию. Это явление получи­
ло название парадокса Ферми—Паста—Улама.

Результаты вычислительного эксперимента 
стали известны Мартину Крускалу и Норману За- 
буски. В своей работе [3] они впервые установи­
ли, что модель, используемая Ферми, Пастой и 
Уламом, при предельном переходе к нулю рассто­
яния между частицами и стремлении их количе­
ства к бесконечности, переходит в уравнение 
Кортевега—де Вриза. Это уравнение было получе­
но в 1895 г. для описания волн на воде. Используя 
численное моделирование, Забуски и Крускал 
объяснили парадокс ФПУ (повтор начальных 
возмущений), используя концепцию солитонов.

Модель ФПУ представляет собой цепочку 
одинаковых масс, соединенных пружинами [4] 
(рис. 1).

Движение i-й массы в цепочке зависит от сил, 
действующих со стороны соседних масс, и внеш-
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Рис. 1. Модель Ферми, Паста и Улама.

них сил. Второй закон Ньютона для i-й частицы 
имеет вид

= F ,+1 -  F -1,, + f , (1)
dt

где Fy +1 — потенциал взаимодействия между ча­
стицами, а f  — внешнее поле.

В работе [5] было получено эволюционное не­
линейное дифференциальное уравнение 5-го по­
рядка, описывающее модель ФПУ. Проведен тест 
полученного уравнения на свойство Пенлеве и 
найдены некоторые точные решения. В работах 
[6, 7] была рассмотрена а  + в модель ФПУ, т.е. 
модель распространения возмущений в цепочке 
масс, потенциал которой имеет вид [8]

Fii+1 = Y(х +i -  х ) +  а ( х,+1 -  х , )2 -  в(х,+1 -  х, )3. (2)

В работах [6, 7] было получено нелинейное 
дифференциальное уравнение 6-го порядка, со­
ответствующее модели ФПУ.

В работе [9] получены уравнения пятого и 
седьмого порядка, которые выведены из цепочки 
Ферми—Паста—Улама. Для анализа аналитиче­
ских свойств уравнений пятого и седьмого поряд­
ка использован тест Пенлеве. Показано, что не­
линейные эволюционные уравнения пятого и 
седьмого порядка не проходят тест на свойство 
Пенлеве. Однако локальные разложения общих 
решений существуют. Для этих уравнений полу­
чены аналитические решения в виде уединенных 
волн и кинков. Приведены результаты численно­
го моделирования волновых процессов, описыва­
емых нелинейными уравнениями высокого по­
рядка.

В данной работе сделана попытка учесть по­
тенциал взаимодействия более высокой степени. 
Ниже учитываются потенциалы 4-й и 5-й степени 
и выведены дифференциальные уравнения, опи­
сывающие модель при таком взаимодействии ча­
стиц. Исследованы аналитические свойства по­
лученных нелинейных дифференциальных урав­
нений 6-го порядка.

2. ВЫВОД НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, 

ОПИСЫВАЮЩИХ МОДЕЛЬ ФПУ 
С ПОТЕНЦИАЛОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 

4-Й И 5-Й СТЕПЕНИ
Рассмотрим потенциал взаимодействия между 

частицами в модели ФПУ, зависящий от расстоя­
ния между частицами 4-й степени. Предполо­
жим, что квадратичная и кубическая составляю­
щие в потенциале отсутствуют и взаимодействие 
между частицами описывается формулой

F +1,, = Y(х,+1 -  х,) + Q(х,+1 -  х,)4 (3)

Тогда модель ФПУ будет описываться систе­
мой дифференциальных уравнений

т^ хт = Y(х,+1 -  х,) + Q(х,+1 -  х,)4 -  d т2

-  Y(х  -  х -1) -  Q(х  -  х -1)4 =
= (х,+1 -  2х, + хі-1)(Y + Q(х3+1 -  х3-1 + 2х,+1 х2 -  (4)

-  2 х2+1 х  + 2х,х2-1 -  2 х2 х -1 +

где х  — смещение -й частицы от положения рав­
новесия, т — масса частицы. Используем переход 
к непрерывному пределу в модели ФПУ. Для это­
го разложим отклонение х±1 в ряд Тейлора:

х,± 1 = х ± кх̂  + h - х^ ± h- хщ̂  +

+ х Хчччч ± к х
5

24 хЧЧЧЧ 120 чч ч ч ч + К -
720 х чччччч +...

(5)

Подставляя разложение (5) в систему (4) и учи­
тывая слагаемые с точностью до к6, получим 
уравнение

d х  = Yh_ 
d т т х чч +

+ 4QКXч ч ( хч )3 + Yk Х 4 4 4 4 4 , 
т чч ч 360т 444444

После введения параметра

Yk4
12т

6

хч ч ч ч +

2 Ykc =
т

(6)

(7)
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уравнение (8) принимает вид:

2 , mc
хтт  - c x%% + —  хш  +

2 6д , m c+ 4Qc5m 4m r  (x )3 _ x
+ Д Ў Г xt|( x?) + 360Y2 xt55555,

Используя
т -  ct,

(8)

(9)

разделив уравнение на c после введения пара-
2

метра 52 -  , запишем уравнение в виде

xtt -  x^ + 52хш  + 4Qc2m̂ m xll(xx%)3 + 5 54хш ш . (10) 
И 7  2

Используя также замену

(  „2
X - VY

4Qc3mVm
x , (11)

приводим уравнение к виду

xtt -  x\\ + 5 x\\\\ + x\\(X ) + 2 5 (12)

Таким образом, получено дифференциальное 
уравнение 6-го порядка, описывающее нелиней­
ные волны в цепочке масс.

Решение уравнения (12) может быть представ­
лено в виде двух волн, бегущих в противополож­
ных направлениях. Удобно изучать одну из этих 
волн, для этого решение будем искать в виде:

x(£,T) -  f  (z, T ) + ex^T ), 
z -  $ -  T, T  -  ет,

(13)

где f  (z, T ) соответствует профилю волны на боль­
ших расстояниях. Подставляя (13) в уравнение (12) 
и опуская члены более высокого порядка по е , 
получим уравнение для f  (z, T ) в виде

2fzT + f  + fzz(fz)3 + 5 54fzzzzzz -  0, (14)

которое с помощью замены
u(z,T ) -  f z(z ,T ) (15)

приводится к эволюционному уравнению:

2uT + 5uzzz + uz(u)3 + 2 64Wzzzzz -  0  (16)

Используя преобразование растяжения

T  -  2, x -  z, (17)

уравнение (16) можно представить в виде

ut + UXU + tfUxxx + 2 S4Wxxxxx -  0  (18)

Если в полученном уравнении оставить члены с 
точностью до h5, то получим

ut + uxu3 + 52 uxxx -  0. (19)
Аналогично рассмотрим модель ФПУ с потен­

циалом

F +1,,. -  у(x,+1 -  x,) + 0(x ,+1 -  x ,)5. (20)
С помощью преобразований, аналогичных 

представленным выше, сохраняя члены с точно­
стью до h , получим уравнения вида

(21)

I 4 - c2 2  o4u, + uxu + 5 uxxx + -  5 ux -  0. (22)

Полученные выше эволюционные дифферен­
циальные уравнения 5-го порядка (18) и (22) яв­
ляются частными случаями обобщенного уравне­
ния Кавахары [10]:

u, +  aux un + buxxx  -  cuxxxxx -  0, a Ф 0, c Ф 0. (23)
В случае n -  1, имеем известное уравнение Ка­

вахары [11].

3. АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ 
ЭВОЛЮЦИОННЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
5-ГО ПОРЯДКА

Проведем исследование уравнений (18) и (22) 
на тест Пенлеве. Для этого используем перемен­
ные бегущей волны

u(x, t) -  w(x -  C0t) -  w(z), (24)
тогда уравнение (18) примет вид

2 54wzzzzz + 52wzzz + w3wz -  C0wz -  0  (25)

Проинтегрируем один раз уравнение (25) по z

2 54wzzzz + 52wzz + 1 w4 -  C0w + C1 -  0  (26)

Умножим уравнение (26) на wz и снова проин­
тегрируем по z, тогда имеем

2 54
5 wzzzwz -  1 w2z

+  52 2 +  +—  wz +  
2 z

+—— w — 0 w +  Qw +  C2 -  0.20 2 1 2

(27)

Аналогичным образом уравнение (22) примет вид

2 54
5 wzzzwz -  2 w2z

+  52 2 +  +-----wz +

+—— w — 0 w + C1w + C2 -  0.
30 2 1 2

(28)
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Рис. 2. График решения (38) при n = 3 и n = 4.

Таким образом, понизили порядок дифференци­
альных уравнений с 5-го до 3-го, что упрощает их 
исследование.

Анализ уравнения на свойство Пенлеве прово­
дится в три шага. На первом шаге определяется 
порядок полюса и первый член разложения реше­
ния уравнения в ряд Лорана. Для этого использу­
ется уравнение, составленное из ведущих членов. 
Для уравнения (27) оно имеет вид

2 s4 
5 wzzzwz -  2 + 1 w5 = 0. 

20
(29)

Подставляя в уравнение (29)

w = ap , (30)
z

найдем, что решение уравнения (27) имеет полюс 
нецелого порядка p = 3. Сделав в уравнении (29)

4 1/3замену w(z) = v(z)3 и умножив его на v(z) , полу­
чим уравнение

16 54 
9

f

V
v v

15 z zz
2+ vv v5 z zzz

21 vz 1 --  -  vv z 
9 v 5

+ 1  v7 
20

= 0,
(31)

решение которого в свою очередь имеет полюс 
целого порядка p = 1. Подставляя в уравнение (31)

av = p, наидем а{):

аь,.^ =+(33641/V2(1 ± /))б. (32)

Таким образом, решение уравнения (31) имеет 
4 ветви.

На втором шаге находятся индексы Фукса, ко­
торые в случае интегрируемости соответствуют 
номерам произвольных коэффициентов при раз­
ложении решения в ряд Лорана. Для определения 
индексов Фукса в уравнение (31) подставляем вы­
ражение v = ±a0(z -  z0)2 + P(z -  z0)r-1, где а0 опре­
деляется формулой (32). Индексы Фукса находят­
ся путем приравнивания слагаемого, линейного 
по в, к нулю и решения полученного алгебраиче­
ского уравнения относительно r . Выражения для 
индексов Фукса уравнения (31) имеют громозд­
кий вид, однако два из трех индексов являются 
комплексными. Таким образом, уравнение (31) 
не проходит тест Пенлеве и задача Коши для него 
не может быть решена методом обратной задачи 
рассеяния.

Для (28) уравнение из ведущих членов имеет 
вид

2 < 
5'
2 541 WzzzWz - -  w:1 2“*' 7zz + 1  w6 = 0.

30
(33)

Решение (28) имеет полюс первого порядка 
(p = 1) и 4 ветви

а ^  = ±(3!/ V2(1 ± №  (34)

Индексы Фукса для каждой ветви принимают 
следующие значения

h  = -1
5 ± а/39 (35)

Два из трех индексов Фукса являются ком­
плексными числами. Поэтому уравнение (28) 
также не проходит тест на свойство Пенлеве, и за-
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дача Коши для этого уравнения не может быть ре­
шена методом обратной задачи рассеяния.

4. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ ПОЛУЧЕННЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

5-ГО ПОРЯДКА
Полученные дифференциальные уравнения (18) 

и (22), описывающие модель ФПУ с потенциала­
ми взаимодействия между частицами соответ­
ственно (3) и (20), не проходят тест на свойство 
Пенлеве, а значит, не могут быть решены мето­
дом обратной задачи рассеяния. Однако некото­
рые точные решения этих уравнений находятся.

Рассмотрим общий вид уравнений (18) и (22) в 
переменных бегущей волны:

2 S4Wzzzzz + 82wzzz + wnwz -  c ()wz = 0, п = 3,4. (36)

Сделав замену z = 4-, опустив штрихи и умно- 
5

жив уравнение (36) на 5, получим

M-Wzzzzz + Wzzz + W Wz C0Wz 0  n 3, 4’ (37)

где |1 = 5.

Для уравнения (37) в работе [12] были найдены 
точные решения в виде

где

4

w(z) = Asech(Bz)n,

A = f (n + 1)(n + 4)(3n + 4)C0
t  8( n + 2)
n nJ  (n2 + 4n + 8)C0B = --------------------- ,

4(n + 2)

C0 = 1 Г^2(п + 2^_^  
Ц t  n + 4n + 8) 5

1/n

(38)

(39)
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Abstract—The Fermi—Pasta—Ulam model including the fourth and fifth terms in the potential of interaction 
between neighboring particles has been considered. A passage to a continuum limit has been performed when 
the distance between the particles approaches zero and the number of particles tends to infinity. It has been 
shown that, a nonlinear partial differential equation of the sixth order is obtained instead of the well-known 
Korteweg-de Vries equation taking into account the quadratic interaction between particles. The fifth-order 
evolution partial differential equation has been obtained. The analytical properties of the resulting equations 
have been investigated. It has been shown that the general solution of the fifth-order differential equation ob­
tained during the passage to traveling wave variables has four branches in the expansion into a Laurent series. 
In the second step of the Painlevd test, Fuchs indices two of which are complex have been found. It has been 
shown that the fifth-order nonlinear partial differential equations found from the Fermi-Pasta-Ulam model 
do not pass the Painlevd test. The exact solutions of the fifth-order evolution equations have been obtained 
using the simplest equation method. The chart of the solutions has been constructed.
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