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В последние годы появились обширные иссле-

дования, посвященные нелинейным дифферен-
циальным уравнениям в частных производных с 
переменными коэффициентами (см., например, 
[1–14]). Эти уравнения являются естественными 
обобщениями многих хорошо известных уравне-
ний из различных разделов физики. 

В данной работе исследуются широко извест-
ные нелинейные уравнения в частных производ-
ных с переменными коэффициентами, для кото-
рых применяются преобразования переменных. 
Показано, что некоторые нелинейные уравнения с 
переменными коэффициентами являются интег-
рируемыми уравнениями и обладают всеми свой-
ствами интегрируемости, поскольку они преобра-
зуются к хорошо известным интегрируемым 
уравнениям. 

Рассмотрим уравнение Кортевега–де Вриза с 
переменными коэффициентами, имеющее вид 

 𝑢௧ + 3𝑢𝑢௫ + 𝑢௫௫௫ + ൫φଵ(𝑡)𝑥 + φଶ(𝑡)൯𝑢௫ +         
 +2φଵ(𝑡)𝑢 = 0.                        (1) 
 

Уравнение (1) изучено, в частности, в работе 
[1], где было показано, что оно может быть реше-
но с помощью преобразования рассеяния. Урав-
нение (1) имеет псевдопотенциалы Уолквиста–

Эстабрука и пару Лакса [2]. Недавно было обна-
ружено, что уравнение (1) обладает свойством 
Пенлеве и имеет рациональные решения [7]. 

Ниже будет показано, что уравнение (1) может 
быть преобразовано к хорошо известному уравне-
нию Кортевега–де Вриза. 

Покажем, что это можно сделать с помощью 
преобразований: 

 𝑣(𝑦, τ) = ଵ௞మ(௧) 𝑢(𝑥, 𝑡),            (2) 
 𝑦 = 𝑘(𝑡)𝑥 − ׬  ௧଴  𝑘(ς)φଶ(ς)𝑑ς,      (3) 
 τ = ׬  ௧଴ 𝑘ଷ(ς)𝑑ς,         (4) 

где 𝑘(𝑡) = 𝑘(𝑡 = 0)exp ቄ− ׬  ௧଴  φଵ(ξ)𝑑ξቅ.       (5) 
 

Назовем эти преобразования солитонными, 
потому что они позволяют находить солитонные 
решения некоторых уравнений. 

С учетом преобразований (2)–(4) получаются 
соотношения 

 பப௧ = 𝑘ଷ பபத + ቀ𝑥 ௗ௞ௗ௧ − 𝑘φଶቁ பப௬,  (6) 
 பப௫ = 𝑘 பப௬.            (7) 
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Подстановка (2)–(7) в уравнение (1) приводит 
к уравнению Кортевега–де Вриза: 

 𝑣த + 3𝑣𝑣௬ + 𝑣௬௬௬ = 0.        (8) 
 

Очевидно, уравнение (1) обладает естест-
венными свойствами для интегрируемых уравне-
ний. В частности, оно имеет солитонные реше-
ния. Односолитонное решение для уравнения (1) 
принимает вид 

 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑘ଶ(𝑡)chିଶ ቄଵଶ (𝑘(𝑡)𝑥 − ω(𝑡))ቅ,     (9) 
 

где ω(𝑡) удовлетворяет следующему уравнению: 
 ௗனௗ௧ = 𝑘ଷ + φଶ𝑘.  (10) 

 

N-солитонные решения уравнения (1) опре-
деляются формулой Хироты для обычного урав-
нения Кортевега–де Вриза [8]: 

 𝑢 = 4 பమ୪୬஍ಿப௫మ ,              (11) 
 

где Φே = Φ(θଵ, … , θே) соответствует решению 
уравнения Хироты [8], и 
 θ௝ = 𝑘௝(𝑡)𝑥 − ω௝(𝑡),      (12) 

 𝑘௝(𝑡) = 𝑘௝(𝑡 = 0)exp ቄ− ׬  ௧଴  φଵ(τ)𝑑τቅ,   (13) 
 ௗனೕௗ௧ = 𝑘௝ଷ + φଶ(𝑡)𝑘௝.       (14) 
 

Фазовый сдвиг для солитонов определяется по 
формуле 

 𝑒஺೔ೕ = ൬௞೔ି௞ೕ௞೔ା௞ೕ൰ଶ = ൬௞೔(௧ୀ଴)ି௞ೕ(௧ୀ଴)௞೔(௧ୀ଴)ା௞ೕ(௧ୀ଴)൰ଶ
.        (15) 

 

Можно также получить пару Лакса и бес-
конечное число сохраняющихся величин для 
уравнения (1) с учетом пары Лакса и сохраняю-
щихся величин для обычного уравнения Корте-
вега–де Вриза и преобразований (2)–(4). 

Заметим, что уравнение (1) можно получить из 
уравнения Кортевега–де Вриза (8), если исполь-
зовать преобразования (6) и (7) в виде 

 பபఛ = ଵ௞య பப௧ + ቀௗ௞ௗ௧ 𝑥 − 𝑘φଶቁ பப௫, (16) 
 பப௬ = ଵ௞ பப௫         (17) 
 

и принять во внимание уравнение 
 ௗ௞ௗ௧ + φଵ𝑘 = 0.             (18) 

 

В качестве второго примера рассмотрим мо-
дифицированное уравнение Кортевега–де Вриза с 
переменными коэффициентами, которое имеет 
вид [2, 7]  𝑢௧ + 6𝑢ଶ𝑢௫ + 𝑢௫௫௫ + 

 +(φଵ(𝑡)𝑥 + φଶ(𝑡))𝑢௫ + φଵ(𝑡)𝑢 = 0.       (19) 
 

Используя преобразование 
 𝑣(𝑦, 𝜏) = ଵ௞(௧) 𝑢(𝑥, 𝑡)        (20) 

 

и 𝑦, τ из (6), (7), получим модифицированное 
уравнение Кортевега–де Вриза: 
 𝑣ఛ + 6𝑣ଶ𝑣௬ + 𝑣௬௬௬ = 0.  (21) 

 
Уравнение (19) обладает всеми свойствами 

интегрируемого уравнения, потому что оно при-
водится преобразованиями (6), (7) и (20) к урав-
нению (21). В частности, уравнение (19) имеет 
солитонные решения, которые выражаются фор-
мулами Хироты для модифицированного урав-
нения Кортевега–де Вриза. Например, одно-
солитонное решение для уравнения (19) при-
нимает вид 

 𝑢(𝑥, 𝑡) = ௞(௧)ୡ୦ (௞(௧)௫ି௪(௧)),  (22) 
 

где 𝑘(𝑡) и ω(𝑡) определяются уравнениями (18) и 
(10). 

Рассмотрим также обобщенное нелинейное 
уравнение Шредингера в виде 

 𝑖𝑢௧ + 𝑢௫௫ + 2|𝑢|ଶ𝑢 + 
 +𝑖(φଵ(𝑡)𝑥 + φଶ(𝑡))𝑢௫ + 𝑖φଵ(𝑡)𝑢 = 0.   (23) 
 

Задача рассеяния для уравнения (23) принима-
ет вид 

 Ψଵ௫ + 𝑖λΨଵ − 𝑢Ψଶ = 0,  (24) 
 Ψଶ௫ − 𝑖λΨଶ − 𝑢∗Ψଵ = 0.  (25) 
 

Временная зависимость Ψଵ и Ψଶ выбирается в 
виде Ψଵ௧ = 𝐴Ψଵ + 𝐵Ψଶ,        (26) 

 Ψଶ௧ = 𝐶Ψଵ − 𝐴Ψଶ,        (27) 
где 𝐴 = −2𝑖λଶ + 𝑖(φଵ𝑥 + φଶ)λ + 𝑖𝑢𝑢∗,      (28) 

 𝐵 = 2𝑢λ − 𝑢(φଵ𝑥 + φଶ) + 𝑖𝑢௫,   (29) 
 𝐶 = −2𝑢∗λ + 𝑢∗(φଵ𝑥 + φଶ) + 𝑖𝑢௫∗       (30) 

при 
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λ௧ + φଵλ = 0.  (31) 
 

В этом случае солитонные преобразования 
выбираются в виде 

 𝑦 = 𝑘(𝑡)𝑥 − ׬  ௧଴ φଶ(ς)𝑘(ς)𝑑ς,  (32) 
 𝑣(𝑦, τ) = ଵ௞(௧) 𝑢(𝑥, 𝑡),       (33) 
 τ = ׬  ௧଴  𝑘ଶ(ς)𝑑ς,    (34) 

где 𝑘(𝑡) = 𝑘(𝑡 = 0)exp ቄ− ׬  ௧଴  φଵ(ξ)𝑑ξቅ.     (35) 
 

Подстановка (32)–(35) в уравнение (23) дает 
нелинейное уравнение Шредингера 

 𝑖𝑣த + 𝑣௬௬ + 2|𝑣|ଶ𝑣 = 0.  (36) 
 

Уравнение (23) также обладает всеми свой-
ствами, уникальными для интегрируемых урав-
нений. В частности, это уравнение имеет соли-
тонные решения. Односолитонное решение урав-
нения (23) принимает вид 

 𝑢 = ୣ୶୮ (஘భ)ଵାୣ୶୮ ሼ஘భା஘భ∗ ା஦భభሽ,          (37) 
где θଵ = 𝑘ଵ(𝑡)𝑥 + ωଵ(𝑡),          (38) 

 exp ሼφଵଵሽ = ଵଶ (𝑘ଵ + 𝑘ଵ∗)ିଶ,  (39) 
 ௗ௞భௗ௧ + φଵ𝑘ଵ = 0,        (40) 
 ௗனభௗ௧ = 𝑖𝑘ଵଶ − φଶ𝑘ଵ − φଵ.  (41) 
 

Использование преобразования 
 𝑢 = ிீ            (42) 

 

позволяет получить N-солитонные решения урав-
нения (23) по аналогии с нелинейным уравнением 
Шредингера [8]. Они выражаются при помощи 
формул для N-солитонных решений. 

Можно получить и другие интегрируемые 
уравнения с переменными коэффициентами, по-
добные тем, которые рассматривались выше с 
учетом известных интегрируемых уравнений. 

Предположим, что уравнение 
 𝑣ఛ + 𝐿(𝑣) = 0  (43) 

 

является интегрируемым. Рассмотрим солитон-
ные преобразования в виде 𝑣(𝑦, τ) = ଵ௦(௧) 𝑢(𝑥, 𝑡),          (44) 

 𝑦 = α(𝑡)𝑥 + β(𝑡),         (45) 
 τ = γ(𝑡),   (46) 
 

где 𝑠(𝑡), α(𝑡), β(𝑡) и γ(𝑡) – гладкие функции от 𝑡. 
С учетом (45), (46) получаются соотношения 
 பபఛ = ଵஓ̇ பப௧ − ஑̇௫ାஒ̇஑ஓ̇ பப௫,        (47) 

 பப௬ = ଵ஑ பப௫.            (48) 
 

Используя уравнение (43) и преобразования 
(44)-(46), получаем уравнение 

 𝑢௧ − ௦̇௦ 𝑢 − ஑̇௫ାஒ̇ఈ 𝑢௫ + γ̇𝑠𝐿 ቀ௨௦ቁ = 0.  (49) 
 

Принимая во внимание форму оператора 𝐿(𝑣); 
можно найти новое интегрируемое уравнение, 
которое соответствует уравнению (43). 

Возьмем, к примеру, уравнение Буссинеска:  
 𝑣ఛఛ + 𝑣௬௬௬௬ + 3(𝑣ଶ)௬௬ = 0.  (50) 

 

Используя преобразования (44)–(46) и форму-
лы (47) и (48), получаем следующее уравнение 
[2]: 𝑢௧௧ + 𝑢௫௫௫௫ + 3(𝑢ଶ)௫௫ + (2𝐹ଵ𝑥 + 𝐹ଶ)𝑢௫௧ + 

 +6𝐹ଵ𝑢௧ + 14 (2𝐹ଵ𝑥 + 𝐹ଶ)ଶ𝑢௫௫ + 

+ ቂ(7𝐹ଵଶ + 𝐹ଵ௧)𝑥 + ଻ଶ 𝐹ଵ𝐹ଶ + ଵଶ 𝐹ଶ௧ቃ ×      (51) 
 × 𝑢௫ + (8𝐹ଵଶ + 2𝐹ଵ௧)𝑢 = 0, 
 

если принять в (44)–(46) 
 ௗ஑ௗ௧ = −α𝐹ଵ(𝑡),  (52) 

 𝑠 = αଶ(𝑡),   (53) 
 ௗஔ௧ = − ଵଶ α𝐹ଶ,  (54) 
 ௗஓௗ௧ = αଶ(𝑡),   (55) 
 

где 𝐹ଵ(𝑡) и 𝐹ଶ(𝑡) — произвольные гладкие функ-
ции от 𝑡. 

В заключение сформулируем результаты дан-
ной работы. Рассмотрены некоторые нелинейные 
дифференциальные уравнения в частных про-
изводных с переменными коэффициентами и по-
казано, что эти уравнения преобразуются к хоро-
шо известным интегрируемым уравнениям. Так-
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же показано, что эти уравнения обладают соли-
тонными решениями и всеми другими свойства-
ми интегрируемых уравнений. 
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Transformations for non-linear partial differential equations with a variable coefficient are presented. It is shown 
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equations are transformed to well-known integrable partial differential equations. 
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