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Описываются качественные особенности численного интегрирования методом прямых начально­
краевых задач для уравнений в частных производных с запаздыванием. Метод прямых основан на 
аппроксимации пространственных производных разностными аналогами, что позволяет свести ис­
ходное уравнение к приближенной системе обыкновенных дифференциальных уравнений с запаз­
дыванием т. Для решения полученной системы используются численные методы Рунге—Кутты вто­
рого и четвертого порядка и метод Г ира, встроенные в программный пакет Mathematica. Сформули­
рованы тестовые задачи для нелинейных уравнений типа Клейна—Гордона с постоянным 
запаздыванием, решения которых выражаются через элементарные функции. Проводится обшир­
ное сопоставление численных решений с точными решениями тестовых задач на значительном вре­
менном интервале интегрирования от 0 до 50т. Установлено, что при умеренных значениях времени 
запаздывания рассматриваемый численный метод обеспечивает высокую точность полученных ре­
зультатов.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Дифференциальные уравнения с запаздыва­

нием используются в динамике популяций, био­
логии, биохимии, биомедицине, экологии, меха­
нике, физике, химии, теории управления и дру­
гих областях (см., например, [1-14] и ссылки в 
них). Подобные модели также встречаются в ма­
тематической теории искусственных нейронных 
сетей, результаты которой применяются для об­
работки сигналов и изображений и в задачах о 
распознавании образов [15-17]. Наиболее про­
стые пространственно однородные модели с за­
паздыванием описываются обыкновенными 
дифференциальными уравнениями (ОДУ). Ана­
лиз и решение ОДУ c запаздыванием по сложно­
сти сопоставимы c анализом и решением уравне­
ний в частных производных без запаздывания. 
Добавление диффузионного члена в модели с 
ОДУ дает возможность учесть распределение ча­
стиц, объектов или субстанции в пространстве и 
позволяет описывать более сложные явления или 
процессы. Краткий обзор нелинейных моделей 
реакционно-диффузионного типа с запаздыва­
нием представлен в [18].

Широко известные методы численного инте­
грирования начально-краевых задач без запазды­
вания после некоторой модификации могут при­
меняться и для задач с запаздыванием (см. обзор 
[19]). Одним из таких является метод прямых 
[20- 22], который позволяет свести уравнение в 
частных производных с запаздыванием к системе 
ОДУ с запаздыванием. Полученную систему 
можно решить с помощью пакетов вычислитель­
ных программ Mathematica [23], Maple [24] и 
MATLAB [25], которые пока не справляются с не­
посредственным решением уравнений с запазды­
ванием в частных производных.

Данная статья посвящена тестированию мето­
да прямых в среде Mathematica 11.2.0 на модель­
ных задачах для нелинейных уравнений типа 
Клейна-Гордона с запаздыванием

utt = auxx + f  (u, w), w = u(x, t -  т), (1)

где т > 0 -  время запаздывания, a > 0 .
Отметим, что для корректной постановки на­

чально-краевых задач для дифференциальных 
уравнений с запаздыванием начальные условия
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необходимо задавать не в точке, а на отрезке 
—т < t < 0 (или 0 < t < т).

Um(t) = ф0(Xm, t), Vm(t) = ф1(Xm, t),
m = 0,1, ..., M , — т < t < 0; (4)

2. МЕТОД ПРЯМЫХ ЧИСЛЕННОГО 
ИНТЕГРИРОВАНИЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫХ 

ЗАДАЧ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

U)(t) = W)(t), Um (t) = ¥ 1(t), 0 < t < T,

vo(t) = (¥ 0)', Vm (t) = (¥ 1 )', 0 < t < T.
Краткое описание метода прямых. Рассмотрим 

одномерную начально-краевую задачу для урав­
нения с запаздыванием достаточно общего вида

гщ  + cu t = [p( x, u)ux  ]x +
+ q(x, u)ux  + f  (x, u, w), 0 < x < 1, t > 0;

u( x, t) = ф0( x, t), u  (x, t) = ф1( x, t), (2)
0 < x < 1, — т < t < 0;

u(0, t) = ¥ 0(t), u(1, t) = ¥ 1(t), t > 0,

где г > 0, с  > 0 (г + с  > 0); функции p, q и f  могут 
явно зависеть от t . Уравнение (2) включает в себя 
как частные случаи реакционно-диффузионное 
уравнение с запаздыванием (г = 0, с  = 1), уравне­
ние типа Клейна—Гордона с запаздыванием 
(г = 1, с  = 0), нелинейное телеграфное уравнение 
с запаздыванием (г = 1, с >  0) и др. Второе слага­
емое в правой части уравнения соответствует воз­
можной конвективной (движущейся) составляю­
щей модели; в частности, при p( x, u) = 1, 
q(x,u) = — u , г = 0, с  = 1 уравнение (2) является 
уравнением Бюргерса с нелинейным источником 
и запаздыванием.

Для применения метода прямых к уравнениям 
вида (2) необходимо ввести вторую искомую 
функцию v =  ut . Тогда получим:

ut = v, 0 < x < 1, t > 0;

гу + cv = [ p(x, u)ux  ]x  + q( x, u)ux  +
+ f  (x, u, w), 0 < x < 1, t > 0;

u( x, t) = ф0 ( x, t), v( x, t) = ф1( x, t), (3)

u(0, t) =  ¥ 0 (t), u(1, t) =  ¥ : (t), t >  0,

v(0, t) = (¥0);, v(1, t) = (¥1)', t > 0.

Введем пространственную сетку xm =  m h , где 
m =  0, 1, . . . ,  M , h =  1/M  — шаг сетки. Аппрокси­
мируя производные по x разностными аналогами 
и записывая уравнение в точке xm, сводим задачу (3) 
к системе ОДУ:

Здесь Um = Um (t) = u(xm , tX Vm = Vm (t) = v(xm , t), 
Wm = u(xm , t — т^ Pm = p(xm, um ^  qm = q(xm , um ) , 
f m = f  (xm , um , wm ), T  — временной интервал вы­
числений, 5x  — разностный оператор, который 
определяется так:

^ x um .  (um+1 um ),h

^x  \P m ^ x um ]  2 [pm (um+1 um ) pm—1(um um—1)] *
h

Система (4) содержит M  — 1 неизвестных функ­
ций um(t), M  — 1 неизвестных функций vm (t) и 
2M — 2 уравнений, а также четыре известные 
функции: u0(t), um(t), ¥)(t), Vm(t).

Замечание 1. Функция wm (t) является извест­
ной и обозначает функцию um (t — т), которая была 
вычислена на несколько временных слоев ранее. 
Численное интегрирование уравнений с запазды­
ванием, в отличие от уравнений без запаздыва­
ния, требует хранения данных со всех временных 
слоев в промежутке от tn —т до tn—1, где tn — расчет­
ный временной слой, что приводит к существен­
ным затратам оперативной памяти [ 1].

Замечание 2. Помимо равномерной сетки по x  
можно использовать также сетки с неравномер­
ным шагом [26]. Для неравномерных сеток с пе­
ременным шагом hm = xm — xm—1 вторая производ­
ная uxx аппроксимируется так:

Лum+1 um u m u m1—1
hm + Aw+1V h m+ 1

uxx

где ^ hm = 1 (если 0 < x < 1).
Замечание 3. Метод прямых может использо­

ваться также для численного интегрирования 2D- 
и 3D-уравнений реакционно-диффузионного 
типа с запаздыванием, в которых слагаемые 
[p(x, u)ux]x и q(x, u)ux заменяются соответственно 
на div[p(x , u)Vu] и q(x , u) • Vu. В частности, в дву­
мерном случае на равномерных сетках оператор 
Лапласа (Au = uxx + uyy) аппроксимируется следу­
ющим образом:

(um )t =  V m ,  m =  1, . . . ,  M  — 1, 0 <  t <  T ;

г( А̂  X + CVm ^x [pm^ xum ] + qm^xum + f m,
m = 1, ..., M — 1, 0 < t < T ;

Au 2 (um+1 2um + um—1) + ~2 (un+1 2un + un—1),
h h

где un = u(yn,t), Уп = nh (n = 0,1, ..., N ), h = 1/N -  
шаг сетки по y .

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ” том 8 № 3 2019



234 СОРОКИН

Рис. 1. Процедура численного интегрирования начально-краевых задач с запаздыванием (общая схема).

Общая схема численного интегрирования задач с 
запаздыванием методом прямых. Процедура чис­
ленного интегрирования начально-краевой зада­
чи (2) схематически изображена на рис. 1 и может 
быть описана в виде последовательности дей­
ствий:

1) формулируем задачу, состоящую из уравне­
ния, начальных данных и граничных условий;

2) выбираем количество точек сетки по про­
странству M , определяющее количество уравне­
ний в системе ОДУ, которая будет получена из 
исходного уравнения с помощью метода прямых;

3) если рассматривается уравнение гиперболи­
ческого типа, то вводим новую переменную 
v = ut ;

4) применяем метод прямых и получаем систе­
му ОДУ с запаздыванием, состоящую, если рас­
сматривается параболическое уравнение, из

M  -1  уравнения и M  -1  начального условия 
(плюс два алгебраических соотношения на грани­
це области), или, если рассматривается гипербо­
лическое уравнение, из 2M -  2 уравнений и 
2M -  2 начальных условий (плюс четыре алгебра­
ических соотношения на границе области);

5) выбираем временной интервал интегриро­
вания;

6) решаем систему ОДУ из пункта 4 с помощью 
одного из методов команды NDSolve;

7) в случае возникновения ошибок в процессе 
расчета, пробуем сократить временной интервал 
вычислений из пункта 5 и пытаемся получить 
удовлетворительное решение на более коротком 
временном интервале;

8) в итоге получаем значения искомой функ­
ции на всех временных слоях, значения абсолют­
ных и относительных погрешностей на точном
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решении (если точное решение известно), графи­
ки и анимации численного решения (вместе с 
точным решением).

Отметим, что вместо постоянного коэффици­
ента а  в уравнении (2) может стоять функция 
а  = а( x, и).

Интегрирование систем ОДУ с запаздыванием в 
среде Mathematica. Основным методом численно­
го интегрирования ОДУ и систем ОДУ, в том чис­
ле с запаздыванием, в среде Mathematica является 
команда (встроенная функция) NDSolve [28, 27]. 
На текущий момент с помощью команды ND- 
Solve можно решать только системы с постоян­
ным запаздыванием (в том числе с несколькими 
запаздываниями) [23]. Без дополнительных оп­
ций команда NDSolve решает систему комплекс­
ным методом, при котором в процессе вычисле­
ния происходит автоматическая смена методов 
решения системы ОДУ и выбор значений пара­
метров метода. В ранних версиях Mathematica та­
кой подход не удавалось применять для решения 
жестких задач, однако в более поздних версиях 
(например, Mathematica 11.2.0) комплексный ме­
тод уже давал некоторые результаты. Тем не ме­
нее, мы будем использовать команду NDSolve 
вместе с опцией Method, которая позволяет поль­
зователю самостоятельно выбирать один из 
встроенных методов решения жестких систем 
ОДУ: метод из класса неявных методов Рунге— 
Кутты [29, 30] или неявный многошаговый метод 
Гира, основанный на формуле дифференцирова­
ния назад (BDF — Backward differentiation formula 
[31]).

Шаг по времени выбирается командой NDSolve 
автоматически. Максимальное количество ша­
гов, за которое программа обязана построить ре­
шение, по умолчанию оценивается по величине 
начального шага [32], что может оказаться несо­
стоятельным, если, например, решение неогра­
ниченно возрастает по экспоненциальному зако­
ну. Снять это ограничение можно с помощью оп­
ции M axSteps ^  ^  внутри команды NDSolve.

Приведем краткое описание применяемых ме­
тодов. Для начала запишем систему (4) в общем 
виде в векторной форме:

u' = F(t, u, w), w = u(x, t -  т), 0 < t < T ; (5) 
u(t) = 9(t), -  т < t < 0.

Входящие в (5) векторы определяются следую­
щим образом:

u = u(t) = (U0( t ) ,V ) ( t ) ,Um (t),Vm(t));
ф(0 = (Ф0( X0, t), фі( X0, t) ,..., ф0( Xm , 0,фі(Хм, t));

F0 = (У0Х + U0(t) -  V0(t),

Fi = (V0)* + V0(t) -  (^ 0)!,
Fm = 5x[Pm5xUm] + Vm5xUm + fm, m = 2, .  , 2M -  1,

F2M = СфД + UM(t) -  ^1(t),

F2M+1 = (^ 1)« + VM(t) -  (^ 1)( •
Метод Гира встроен в Mathematica как часть 

пакета IDA, входящего в библиотеку методов 
SUNDIALS, которая разрабатывается Ливермор­
ской национальной лабораторией им. Э. Лоурен­
са, США (IDA — Implicit Differential-Algebraic 
solver — неявный дифференциально-алгебраиче­
ский решатель, SUNDIALS — SUite of Nonlinear 
and DIfferential/ALgebraic equation Solvers — набор 
нелинейных и дифференциальных/алгебраиче- 
ских решателей) [31]. Программный код методов 
IDA (см. руководство пользователя [33]) основан 
на DASPK [34, 35] — программах на языке Фор­
тран, позволяющих решать дифференциально­
алгебраические системы больших размерностей. 
Опишем работу метода Гира, руководствуясь ма­
териалами [31, 33].

Метод Гира основан на аппроксимации вре­
менной производной с помощью формулы диф­
ференцирования назад порядка r с переменным 
шагом, которая имеет вид

Г
(u„)' = s„-1^  a„,i u„-i, (6)

i=0
где u„ = u(t„), s„ = tn -  tn-1 — шаг по времени, 
^  sn = T , tn — текущий временной слой; коэф­
фициенты a ni однозначно определяются поряд­
ком r и значениями предыдущих шагов sn [33].

Применяя формулу (6) к системе (5), получаем 
систему нелинейных алгебраических уравнений:

Г
G(u„) _ F(tn, Un, wn) -  s-1X  a n,i«n-i = 0  (7)

i=0

которая на каждом слое tn решается итерацион­
ным методом Ньютона

J n U +1 -  u„j)) = -G(u„j)).
Здесь на каждой итерации j  решается линейная 
система, J n — аппроксимация Якобиана систе­
мы (7), которая вычисляется по формуле

J  = dG(u„) _ dF(u„, w„) a „,Q 
n Эи„ du„ s„ '

Функция w„ = u(t„ -  т) вычисляется с помо­
щью интерполяции, если значение t„ - т  лежит
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вне точек сетки, и является известной функцией 
u*, значения которой были вычислены ранее на 
слое t*, если tn - т  = t*.

На каждом временном слое метод Гира вычис­
ляет оценку En локальной погрешности и автома­
тически выбирает размер шага sn и порядок r та­
ким образом, чтобы выполнялось соотношение 
||En/шп|| < 1, где m -я компонента m вектора mn 
определяется по формуле

1
1 0 р \un m + 10

Значения констант p  и q определяются с 
помощью опций PrecisionGoal ^  p  и 
AccuracyGoal ^  q команды NDSolve. Норма || • || 
по умолчанию автоматически выбирается коман­
дой NDSolve в зависимости от метода решения 
(но может быть задана вручную). Для метода Гира
это норма вида ||x||2 = X, |2 [36].

Методы Рунге—Кутты основаны на использо­
вании квадратурных формул. Интегрируя уравне­
ния системы (5) по времени от tn-1 до tn, получаем:

tn
un = Un-1 + J F(t, u, w)dt. (8)

ln-\

Мы далее будем использовать методы Рунге— 
Кутты с коэффициентами Лобатто IIIC, которые 
основаны на квадратурных формулах Лобатто и 
хорошо подходят для решения жестких задач [38, 
39]. Первый и последний узлы квадратурной фор­
мулы Лобатто совпадают с началом и концом от­
резка интегрирования, поэтому с1 = 0, cr = 1; 
остальные коэффициенты с, являются нулями 
производных многочленов Лежандра

ir-2
(x r- 1( X -  1)Г Л

dx 2

В результате получаются квадратурные формулы 
порядка 2r -  2. Веса Ь̂ , ..., br квадратурных фор­
мул Лобатто определяются так, чтобы выполня­
лось условие

X Ьсв-1 = 1 в = 1, ..., 2r -  2.
,= т  в

Отличие формул Лобатто IIIC от IIIA и IIIB за­
ключается в выражениях для определения коэф­
фициентов ау. Для Лобатто IIIC коэффициенты ау 
определяются из следующих условий:

r
\Т' Р-1X  у
j =1

св= , i = 1, r, в = 1, . . . , r -

аа = by, i = 1, r.

Интеграл в формуле (8) аппроксимируем некото­
рой квадратурной формулой и получаем выраже­
ния, описывающие неявный r -стадийный метод 
Рунге—Кутты [29, 30, 37]:

un = un-1 + sn X  b K ‘n’ 
i=1

(
K n = F tn + CSn, Un-1 + Sn X  йуK n,

V j=1
W n

(9)

(10)

r

где sn — шаг сетки, Ь — веса квадратурной форму­
лы, с, — коэффициенты, определяющие узлы 
квадратурной формулы, ау — коэффициенты,

подчиняющиеся условию с  = Х ^  = ау (' = 1, • r ).
Функция w n = u(tn -  т) вычисляется с помощью 
интерполяции, если значение tn - т  лежит вне то­
чек сетки, и является известной функцией u*, 
значения которой были вычислены ранее на 
слое t*, если tn -  т = t*. Различные методы Рунге— 
Кутты порождаются различными квадратурными 
формулами, которые определяются наборами ко­
эффициентов ау , Ь и с,. Система нелинейных ал­
гебраических уравнений (10) относительно зна­
чений K n по умолчанию в Mathematica решается 
методом Ньютона.

В Mathematica значения коэффицентов метода 
Рунге—Кутты (коэффициентов квадратурных фор­
мул) определяются автоматически. Выбрать вид 
коэффициентов (например, коэффициенты Ло- 
батто IIIC) можно с помощью свойства Coefficients 
опции Method команды NDSolve [30]. Методы 
Рунге—Кутты с коэффициентами Лобатто IIIC 
при r стадиях имеют порядок 2r -  2 (см. [39]). 
Размер шага sn метода (9)—(10) определяется в 
Mathematica автоматически исходя из оценки ло­
кальной погрешности решения [29]. Для этого 
решения, полученные основным методом поряд­
ка p  с весами Ь,, сравниваются с решениями вспо­
могательного метода порядка p  с весами b, (по 
умолчанию p = p - 1). Коэффициенты с, и ау обо­
их методов совпадают, а значит, совпадают и зна­
чения функций K‘n, что отменяет необходимость 
второй раз решать нелинейную систему (10).

Замечание 4. В задачах с решениями, достига­
ющими абсолютных значений высоких порядков 
команде NDSolve с выбранным методом Рунге— 
Кутты могут потребоваться минуты и десятки ми­
нут для построения решения. Существенно со­
кратить время работы метода до нескольких се­
кунд можно увеличением допустимых абсолют­
ной и относительной погрешностей с помощью 
опций AccuracyGoal ^  q и PrecisionGoal ^  p. При 
заданных значениях q и p  программа попытается
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сделать так, чтобы погрешность численного ре­
шения x  не превысила значения 10-? + 10-p|x|.

Замечание 5. В работе [40] показано, что ко­
манда NDSolve дает адекватные результаты при 
решении одиночных ОДУ с запаздыванием, что 
позволяет перейти к тестированию команды 
NDSolve для решения жестких систем ОДУ ви­
да (4). Там же проводится обширное сопоставле­
ние численных решений с точными решениями 
модельных тестовых задач реакционно-диффузи­
онного типа (уравнение (2) при е = 0, с  = 1); по­
казано, что методы Рунге—Кутты и Гира, встро­
енные в команду NDSolve, обеспечивают высо­
кую точность полученных результатов.

3. ФОРМУЛИРОВКИ ТЕСТОВЫХ ЗАДАЧ 
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ТИПА 
КЛЕЙНА-ГОРДОНА С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Предварительные замечания. Задачи для урав­
нений в частных производных с запаздыванием 
могут иметь негладкие или неустойчивые реше­
ния, что осложняет их численное интегрирова­
ние. Дело в том, что теоретические оценки точно­
сти численных решений нелинейных уравнений в 
частных производных даже при отсутствии запаз­
дывания содержат константы, которые зависят от 
гладкости рассматриваемого решения и обычно 
не могут быть вычислены априорно. Практиче­
ская сходимость численных методов, основанная 
на измельчении расчетной сетки, также не может 
в полной мере гарантировать надежность исполь­
зуемых схем и точность расчетов (особенно вбли­
зи значений параметров задачи, соответствую­
щих быстро осциллирующим или неустойчивым 
решениям). Эти и другие качественные особен­
ности дифференциальных уравнений с запазды­
ванием рассматриваются в [18, 41-43].

Наиболее наглядным и весьма эффективным 
способом оценки области применимости и точ­
ности численных методов является прямое срав­
нение численных и точных решений тестовых за­
дач. Много точных решений уравнений вида (1) и 
других нелинейных уравнений с запаздыванием 
(а также систем таких уравнений), полученных в 
последние годы, приведено в [10, 19, 44-58]. Ме­
тоды построения точных решений описываются в 
[2, 59-62]. Эти уравнения и их точные решения 
содержат ряд свободных параметров (которые 
можно варьировать) и могут быть полезны для 
оценки точности соответствующих численных 
методов.

Формулировки тестовых задач для уравнений 
типа Клейна-Гордона с запаздыванием. Восполь­
зуемся результатами работ [45, 53, 56] и сформу­
лируем несколько модельных тестовых задач типа 
Клейна-Гордона с запаздыванием, которые со­
держат произвольные постоянные.

Тестовая задача 1. Нелинейное уравнение ти­
па Клейна-Гордона с запаздыванием

utt = auxx + u(u -  kw), w = u(x, t -  t), (11)

где a > 0, k  > 0 -  произвольные постоянные, с 
начальными данными

u( x, t) = U1( x, t) = exp(ct + cx/4a),
ut (x, t) = c exp(ct + cx/Va), (12)
c = (lnk )/t, - t < t < 0,

и граничными условиями

u(0, t) = exp(ct), u(1, t) = exp(ct + c/4a), t > 0, (13)

имеет в области 0 < x < 1, t > 0 точное решение 
u = U1( x, t).

Тестовая задача 2. Нелинейное уравнение ти­
па Клейна-Гордона с запаздыванием

utt = auxx + u(u -  w), w = u(x, t -  t), (14)
где a > 0 -  произвольная постоянная, с началь­
ными данными

u( x, t) = U2( x, t) = sin(Px ̂ /a)cos(Pt),
ut (x, t) = -P sin(Px /Va)sin(Pt), (15)

P = 2n/T, -  T < t < 0; 
и граничными условиями

u(0, t) = 0, u(1, t) = sin(P^/a)cos(Pt), t > 0, (16)

имеет в области 0 < x < 1, t > 0 точное решение 
u = U2( x, t).

Тестовая задача 3. Нелинейное уравнение ти­
па Клейна-Гордона с запаздыванием

utt = auxx + bu -  s(u -  kw) , w = u(x, t -  t), (17)

где a > 0, T > 0 -  произвольные постоянные,

k > 0, k Ф 1, b = (ln k)2/ t2 -  a,
, (18)

s = b/(1 -  k )2,
с начальными данными

ct+1
u(x, t) = U3(x, t) = 1 + A. (ex -  e~x),

e -1  (19)
c = ІЛА, -  t < t < 0,

T
и граничными условиями

u(0, t) = 1, t > 0; u(1, t) = 1 + ec , t > 0, (20)

имеет в области 0 < x  < 1, t > 0 точное решение 
u = U3( x, t).
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Тестовая задача 4. Нелинейное уравнение ти­
па Клейна-Гордона с запаздыванием

utt = auxx + bu[1 -  s(u -  kw)], w = u(x, t -  т), (21)

где a > 0 , т > 0, s — произвольные постоянные,

k  > 0, b = (ln k )2/т2 + an2/4, (22)

с начальными данными

u(x, t) = U4(x, t) = ect[eos(nx/2) + 2sin(nx/2)], ( 
c = (lnk )/т, - т < t < 0,

и граничными условиями

u(0, t) = ec , t > 0; u(1, t) = 2ect, t > 0, (24)

имеет в области 0 < x  < 1, t > 0 точное решение 
u = U4( x, t).

4. СОПОСТАВЛЕНИЕ ЧИСЛЕННЫХ 
И ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ ТЕСТОВЫХ ЗАДАЧ 

ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ТИПА 
КЛЕЙНА-ГОРДОНА С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Предварительные замечания. Численные реше­
ния всех тестовых задач были получены путем 
применения метода прямых в комбинации с ме­
тодом Рунге—Кутты второго или четвертого по­
рядка или с методом Гира. Расчеты проводились 
на интервале 0 < t < T  = 50т для трех времен за­
паздывания т = 0.05, т = 0.1, т = 0.5 (иногда до­
полнительно брались более высокие значения 
т > 1). Некоторые тестовые задачи не удалось ре­
шить на столь большом интервале: процедура ин­
тегрирования прерывалась с ошибкой и указани­
ем времени прерывания расчета. Тем не менее, в 
большинстве случаев адекватное численное ре­
шение задачи можно получить, если подходящим 
образом сократить рассматриваемый временной 
интервал вычислений.

Под абсолютной и относительной погрешно­
стями численного решения um тестовой задачи 
для уравнения типа Клейна—Гордона с запаз­
дыванием будем соответственно понимать ве­
личины

°a = max \ue -  umI, Or = .max \(u -  um)/ue|,1<n<N 1< n< N
1<m<M 1<m<M

где ue = ue (xm, tn) — значение точного решения 
этой задачи на временном слое tn для уравнения m , 
N  — количество шагов по времени, выбираемое 
командой NDSolve автоматически, M  — количе­
ство уравнений системы ОДУ, выбираемое вруч­
ную.

Сопоставление точных и численных решений те­
стовых задач.

Тестовая задача 1. Решение u = U1 тестовой за­
дачи (11)—(13) при a = 1, k  = 0.5 является экспо­
ненциально убывающей функцией. В табл. 1 ука­
заны абсолютные погрешности численных реше­
ний, полученных комбинацией метода прямых 
c тремя методами решения системы ОДУ на от­
резке 0 < t < 50т для различных M  и т . Из табли­
цы можно сделать вывод, что все методы хорошо 
справились с решением задачи, причем метод 
Рунге—Кутты четвертого порядка дал чуть луч­
шую аппроксимацию точного решения. С увели­
чением M  абсолютные погрешности уменьшают­
ся; все методы дали второй порядок аппроксима­
ции по пространству. Отметим также, что 
абсолютные погрешности уменьшаются при уве­
личении времени запаздывания.

На рис. 2 представлены графики точного ре­
шения (сплошная линия) и численного решения, 
полученного методом Рунге—Кутты второго по­
рядка (кружочки) при a = 1, k  = 0.5 и т = 0.05, 
т = 0.5 для M  = 100 в моменты времени 7  ~ 0.1, 
7  ~ 1, 7  ~ 3, где 7  = t/т. Графики, полученные 
другими методами выглядят аналогично и здесь 
не приводятся.

Тестовая задача 2. Решение u = U2 тестовой за­
дачи (14)—(16) при a = 1 представляет собой неза­
тухающий колебательный процесс с периодом т 
по обеим переменным. Важно отметить, что это 
решение быстро осциллирует при малых т и явля­
ется сингулярным относительно параметра за­
паздывания (поскольку решение u = U2 не имеет 
предела при т ^  0). Указанное обстоятельство 
ограничивает возможности используемых здесь 
численных методов при малых т , поскольку тре­
бует для таких т большого числа точек сетки по x 
(например, при т = 0.05 для достижения прием­
лемой точности требуется брать более 1000 точек, 
а при т = 0.1 и M  = 1000 абсолютная погрешность 
вычислений для метода Рунге—Кутты 2-го поряд­
ка довольно велика и равна 4.1 х 10 ).

В табл. 2 указаны абсолютные погрешности 
численных решений, полученных комбинацией 
метода прямых c методом Гира и с методом Рун- 
ге—Кутты второго порядка на интервале времени 
0 < t < 50т для трех умеренных времен запаздыва­
ния т = 0.5, т = 1, т = 2 при различном количестве 
точек сетки по пространственной переменной 
(M = 50, M  = 100, M  = 200). Видно, что при уве­
личении т и увеличении количества уравнений 
M  уменьшается погрешность численного реше­
ния. Погрешность также уменьшается, если 
уменьшается рассматриваемый интервал време­
ни T  (например, при т = 0.5 оба метода показыва­
ют приемлемую аппроксимацию точного реше-
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Таблица 1. Абсолютные погрешности численных решений задачи (11)—(13) при a = 1, к = 0.5 на интервале 
0 < t < T = 50т

Метод M т = 0.05 II О т = 0.5 т = 1

10 4.0 х 10-2 1.2 х 10-2 2.5 х 10-4 2.7 х 10-5

Рунге—Кутты 2-го порядка
50 2.0 х 10-3 5.0 х 10-4 1.0 х 10-5 1.9 х 10-6

5.0 х 10-4 1.2 х 10-4 2.6 х 10-6100 9.5 х 10-7
200 1.2 х 10-4 3.0 х 10-5 7.2 х 10-7 6.0 х 10-7
10 4.0 х 10-2 1.2 х 10-2 2.5 х 10-4 2.7 х 10-5

Рунге—Кутты 4-го порядка
50 2.0 х 10-3 5.0 х 10-4 9.8 х 10-6 1.1 х 10-6

5.0 х 10-4 1.2 х 10-4 2.5 х 10-6 2.7 х 10-7100
200 1.2 х 10-4 3.0 х 10-5 6.1 х 10-7 6.7 х 10-8
10 4.0 х 10-2 1.2 х 10-2 2.5 х 10-4 2.7 х 10-5

Гира
50 2.0 х 10-3 5.0 х 10-4 9.8 х 10-6 1.3 х 10-6
100 5.0 х 10-4 1.2 х 10-4 2.5 х 10-6 3.0 х 10-7
200 1.2 х 10-4 3.1 х 10-5 6.5 х 10-7 1.3 х 10-7

ния для M  = 100 с абсолютной погрешностью
0.08 на интервале 0 < t < T  = 20т, а при M  = 200 
абсолютная погрешность на этом же интервале 
времени будет меньше в четыре раза). Погрешно­
сти решений, полученных методом Рунге—Кутты 
четвертого порядка, совпадают с погрешностями 
решений, полученных методом Гира, и отдельно 
в таблице не приводятся. Колебания по x  имеют 
период т , то есть с увеличением времени запазды-

u

вания частота колебаний уменьшается, и поэтому 
для достижения приемлемой погрешности мож­
но использовать меньшее количество точек сетки 
по пространству. Тестирование методов для уме­
ренных и больших времен запаздывания при 
больших M  не проводилось, так как такие вычис­
ления требуют больших затрат оперативной па­
мяти, но, ввиду сказанного выше, не являются 
необходимыми. Отметим, что метод Рунге-Кут-

u

Рис. 2. Точные решения (сплошные линии) и численные решения (кружочки), полученные комбинацией метода пря­
мых и метода Рунге—Кутты второго порядка тестовой задачи (11)—(13) при a = 1, к  = 0.5 и (а) т = 0.05, (б) т = 0.5 для 
M  = 100 в различные моменты времени Т  = t/т.
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Таблица 2. Абсолютные погрешности численных решений задачи (14)—(16) при a = 1 и умеренных временах за­
паздывания т на интервале 0 < t < T = 50т

Метод M II О 1/1 т = 1 II Ю

50 0.79 0.2 4.6 х 10-2
Кутты 2-го порядка 100 0.2 4.4 х 10-2 7.7 х 10-3

200 4.3 х 10-2 5.7 х 10-3 1.9 х 10-3

50 0.8 0.2 5.1 х 10-2
Гира 100 0.2 5.1 х 10-2 1.3 х 10-2

200 5.1 х 10-2 1.3 х 10-2 3.2 х 10-3

т ы  в т о р о г о  п о р я д к а  д а е т  ч у т ь  б о л е е  х о р о ш у ю  а п ­

п р о к с и м а ц и ю  т о ч н о г о  р е ш е н и я .

Н а  р и с .  3  п р е д с т а в л е н ы  г р а ф и к и  т о ч н о г о  р е ­

ш е н и я  ( с п л о ш н а я  л и н и я )  и  ч и с л е н н о г о  р е ш е н и я ,  

п о л у ч е н н о г о  м е т о д о м  Р у н г е — К у т т ы  в т о р о г о  п о ­

р я д к а  ( к р у ж о ч к и )  п р и  a  =  1 ,  т  =  0 . 5  д л я  M  =  1 0 0  и  

M  =  2 0 0  в  н е к о т о р ы й  п р о м е ж у т о ч н ы й  м о м е н т  

в р е м е н и  t  =  1 5 . 9 1  ( м о м е н т  в р е м е н и  в ы б р а н  т а к ,  

ч т о б ы  б ы л а  з а м е т н а  п о г р е ш н о с т ь  ч и с л е н н о г о  р е ­

ш е н и я )  и  в  м о м е н т  в р е м е н и  с  м а к с и м а л ь н о й  а м ­

п л и т у д о й  t  =  1 6 . 0 0 .  В и д н о ,  ч т о  с  у в е л и ч е н и е м  к о ­

л и ч е с т в а  у р а в н е н и й  M  у м е н ь ш а е т с я  п о г р е ш ­

н о с т ь  ч и с л е н н о г о  р е ш е н и я .  Г р а ф и к и  р е ш е н и й ,  

п о л у ч е н н ы х  м е т о д о м  Г и р а ,  в ы г л я д я т  а н а л о г и ч н о  

и  з д е с ь  н е  п р и в о д я т с я .

Т е с т о в а я  з а д а ч а  3 .  Р е ш е н и е  и  =  U 3 т е с т о в о й  з а ­

д а ч и  ( 1 7 ) — ( 2 0 )  п р и  a  =  1 ,  к  =  0 . 5  я в л я е т с я  м о н о ­

т о н н о  з а т у х а ю щ и м  п о  о б е и м  п е р е м е н н ы м .  В с е  

т р и  м е т о д а  ( м е т о д ы  Р у н г е — К у т т ы  в т о р о г о  и  ч е т ­

в е р т о г о  п о р я д к а  и  м е т о д  Г и р а )  а д е к в а т н о  р а б о т а ­

ю т  н а  в с е м  и н т е р в а л е  в ы ч и с л е н и й  0  <  t  <  T  =  5 0 т  

п р и  в с е х  р а с с м а т р и в а е м ы х  в р е м е н а х  з а п а з д ы в а ­

н и я .  Г р а ф и к и  ч и с л е н н ы х  р е ш е н и й ,  п о л у ч е н н ы х

и

м е т о д о м  Г и р а ,  п р и  M  =  1 0 0  д л я  в р е м е н  з а п а з д ы ­

в а н и я  т  =  0 . 0 5  и  т  =  0 . 5  п р е д с т а в л е н ы  н а  р и с .  4 .  

Г р а ф и к и  р е ш е н и й ,  п о л у ч е н н ы х  д р у г и м и  м е т о д а ­

м и ,  в ы г л я д я т  а н а л о г и ч н о  и  з д е с ь  н е  п р и в о д я т с я .  

А б с о л ю т н ы е  п о г р е ш н о с т и  ч и с л е н н ы х  р е ш е н и й  

п р е д с т а в л е н ы  в  т а б л .  3 .

Т е с т о в а я  з а д а ч а  4 .  Р е ш е н и е  и  =  U 4 т е с т о в о й  з а ­

д а ч и  ( 2 1 ) — ( 2 4 )  п р и  a  =  1 ,  к  =  0 . 5 ,  х  =  0 . 2  я в л я е т с я  

м о н о т о н н о  з а т у х а ю щ и м  в о  в р е м е н и .  П р и  м а л ы х  

в р е м е н а х  з а п а з д ы в а н и я  ( т  =  0 . 0 5  и  т  =  0 . 1 )  в с е  т р и  

м е т о д а  ( м е т о д ы  Р у н г е — К у т т ы  в т о р о г о  и  ч е т в е р т о ­

г о  п о р я д к а  и  м е т о д  Г и р а )  а д е к в а т н о  р а б о т а ю т  н а  

н а ч а л ь н о м  у ч а с т к е  0  <  t  <  1 0 т , а  п о с л е  в ы х о д а  н а  

а с и м п т о т у  и  =  0  н а ч и н а ю т  с и л ь н о  о т к л о н я т ь с я  о т  

т о ч н о г о  р е ш е н и я ,  ч т о  с в я з а н о  с  н е у с т о й ч и в о с т ь ю  

п р и  м а л ы х  т  с т а ц и о н а р н о г о  р е ш е н и я  и  =  0  ( в  л и ­

н е й н о м  п р и б л и ж е н и и  д о к а з а т е л ь с т в о  д а н н о г о  

ф а к т а  п р и в е д е н о  д а л е е ) .  П о в е д е н и е  м е т о д о в  п р о ­

и л л ю с т р и р о в а н о  н а  р и с .  5  п р и  M  =  2 0 0  н а  с е р е ­

д и н е  о т р е з к а  x  =  0 . 5 .  Г р а ф и к и  ч и с л е н н ы х  р е ш е ­

н и й ,  п о л у ч е н н ы х  м е т о д о м  Р у н г е — К у т т ы  ч е т в е р ­

т о г о  п о р я д к а ,  к а ч е с т в е н н о  а н а л о г и ч н ы  г р а ф и к а м  

ч и с л е н н ы х  р е ш е н и й ,  п о л у ч е н н ы х  м е т о д о м  Г и р а ,

и

Рис. 3. Точные решения (сплошные линии) и численные решения (кружочки), полученные комбинацией метода пря­
мых и метода Рунге—Кутты второго порядка тестовой задачи (14)—(16) при a = 1, т = 0.5 и (а) M  = 100, (б) M  = 200 в 
моменты времени t = 15.91 и t = 16.00.
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и и

Рис. 4. Точные решения (сплошные линии) и численные решения (кружочки), полученные комбинацией метода пря­
мых и метода Гира, тестовой задачи (17)—(20) при a = 1, к  = 0.5 для M  = 100 и двух времен запаздывания (а) т = 0.05, 
(б) т = 0.5 при x  = 0.1, x  = 0.5, x  = 0.9.

и здесь опускаются. Из рис. 5 видно, что метод 
Гира (и метод Рунге—Кутты четвертого порядка) 
имеет немного больший диапазон применимости 
по t . В табл. 4 представлены абсолютные погреш­
ности численных решений на интервале 
0 < t < 10т , когда методы работают хорошо.

При умеренных временах запаздывания 
(т = 0.5 и т = 1) все три метода адекватно работа­
ют на всем интервале вычислений 0 < t < T  = 50т. 
Абсолютные погрешности численных решений 
представлены в табл. 4.

Покажем теперь, что при малых значениях 
т = 0.05 и т = 0.1 предельное стационарное состо­
яние рассматриваемого решения (и ^  0 при 
t ^  ж) является неустойчивым в линейном при­
ближении. В работе [63] описана общая схема ис­
следования линейной неустойчивости решений 
нелинейных уравнений с запаздыванием; выве­
дено характеристическое уравнение для задач ти­
па Клейна-Гордона:

-X2 -  a(nn/L)2 + fu(u0 , щ) + f w(U0, щ )в^ = 0, (25)
где n = 1,2,..., L  — правая граница рассматривае­
мого отрезка 0 < x < L. Стационарное решение

Таблица 3. Абсолютные погрешности численных решений задачи (17)—(20) при a = 1, к = 0.5 на интервале 
0 < t < T = 50т

Метод M т = 0.05 II О т = 0.5 т = 1

10 2.1 х 10-6 5.3 х 10-6 4.9 х 10-5 2.2 х 10-3

Рунге—Кутты 2-го порядка 50 9.4 х 10-7 1.8 х 10-6 2.5 х 10-6 6.6 х 10-5
100 1.7 х 10-6 1.2 х 10-6 1.0 х 10-6 1.1 х 10-5
200 1.3 х 10-6 1.2 х 10-6 6.5 х 10-7 1.4 х 10-6
10 1.2 х 10-6 4.5 х 10-6 4.8 х 10-5 2.3 х 10-3

Рунге—Кутты 4-го порядка
50 5.5 х 10-8 2.8 х 10-7 1.9 х 10-6 7.9 х 10-5
100 1.5 х 10-8 5.6 х 10-8 4.8 х 10-7 2.0 х 10-5
200 3.4 х 10-9 1.2 х 10-8 1.2 х 10-7 4.9 х 10-6
10 1.2 х 10-6 4.5 х 10-6 4.8 х 10-5 2.3 х 10-3

Гира
50 8.4 х 10-8 3.2 х 10-7 1.9 х 10-6 8.0 х 10-5
100 5.0 х 10-8 9.4 х 10-8 4.7 х 10-7 2.1 х 10-5
200 6.3 х 10-8 3.6 х 10-8 1.3 х 10-7 5.3 х 10-6
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u u

Рис. 5. Точные решения (сплошные линии) и численные решения (метод Рунге—Кутты второго порядка — кружочки, 
метод Гира — крестики) тестовой задачи (21)—(24) при а = 1, к  = 0.5, s  = 0.2 в точке x  = 0.5 для M  = 200 и двух времен 
запаздывания (а) т = 0.05, (б) т = 0.1.

будет неустойчиво в линейном приближении, ес­
ли действительная часть хотя бы одного корня X 
будет отрицательной. Учитывая, что в задаче 
(21)—(24) функция f  = bu [1 -  s(u -  kw)], парамет­
ры L  = 1, a > 0, т >  0, к > 0, b = (lnк)2/т2 + ап2/4, 
и взяв n = 1, запишем условие существования от­
рицательного корня уравнения (25):

т<  М  (26)
3а п

Подставляя в (26) используемые значения пара­
метров а = 1, к  = 0.5, получаем, что стационарное 
решение u0 = 0 задачи (21)—(24) является не­
устойчивым в линейном приближении при 
т < 0.254768.

8. КРАТКИЕ ВЫВОДЫ
Сопоставление численных и точных решений 

рассмотренных тестовых задач типа Клейна- 
Гордона с запаздыванием показывает, что при

Таблица 4. Абсолютные погрешности численных решений задачи (21)—(24) при а = 1, к = 0.5, s = 0.2

Метод M
0 < t < 10т 0 < t < 50т

т = 0.05 <-} II О т = 0.5 т = 1

10 1.3 х 10-2 4.1 х 10-2 2.2 х 10-3 2.4 х 10-3

Рунге—Кутты 2-го порядка
50 9.4 х 10-4 1.8 х 10-3 8.8 х 10-5 9.6 х 10-5

5.6 х 10-4 6.0 х 10-4 2.3 х 10-5 2.5 х 10-5100

200 4.8 х 10-4 2.9 х 10-4 6.8 х 10-6 7.2 х 10-6

10 1.3 х 10-2 4.1 х 10-2 2.2 х 10-3 2.4 х 10-3

50 5.4 х 10-4 1.6 х 10-3 8.6 х 10-5 9.4 х 10-5
Рунге—Кутты 4-го порядка

1.4 х 10-4 4.1 х 10-4 2.2 х 10-5 2.4 х 10-5100

200 3.4 х 10-5 1.0 х 10-4 5.4 х 10-6 5.9 х 10-6
10 1.3 х 10-2 4.1 х 10-2 2.2 х 10-3 2.4 х 10-3

50 5.4 х 10-4 1.6 х 10-3 8.6 х 10-5 9.4 х 10-5
Гира

1.4 х 10-4 4.1 х 10-4 2.2 х 10-5100 2.4 х 10-5

200 3.5 х 10-5 1.0 х 10-4 5.4 х 10-6 6.1 х 10-6
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у м е р е н н ы х  з н а ч е н и я х  т  ( п о р я д к а  е д и н и ц ы )  м е т о д  

п р я м ы х  в  к о м б и н а ц и и  с о  в с т р о е н н ы м и  в  п р о ­

г р а м м н ы й  п а к е т  M a t h e m a t i c a  м е т о д а м и  Р у н г е -  

К у т т ы  и  Г и р а  о б е с п е ч и в а е т  в ы с о к у ю  т о ч н о с т ь  п о ­

л у ч е н н ы х  р е з у л ь т а т о в .  У в е л и ч е н и е  ч и с л а  О Д У  в  

а п п р о к с и м и р у ю щ е й  с и с т е м е  у р а в н е н и й  п р и в о ­

д и т  к  у в е л и ч е н и ю  т о ч н о с т и  р а с ч е т о в .  П р и  д о с т а ­

т о ч н о  м а л ы х  в р е м е н а х  з а п а з д ы в а н и я  и  з н а ч и т е л ь ­

н о м  в р е м е н н о м  и н т е р в а л е  и н т е г р и р о в а н и я  

0  <  t  <  5 0 т  в о з м о ж н ы  с и т у а ц и и  с  п р е р ы в а н и е м  

в ы ч и с л е н и й ,  к о т о р ы е  м о г у т  б ы т ь  о б у с л о в л е н ы  

к а к  н е у с т о й ч и в о с т ь ю  р е ш е н и я  ( и л и  н е у с т о й ч и в о ­

с т ь ю  е г о  п р е д е л ь н о г о  с т а ц и о н а р н о г о  с о с т о я н и я ) ,  

т а к  и  к а ч е с т в е н н ы м и  о с о б е н н о с т я м и  р е ш е н и й ,  

с в я з а н н ы м и  с  б ы с т р о  о с ц и л л и р у ю щ и м и  к о л е б а ­

н и я м и  и л и  с и н г у л я р н о с т я м и  п о г р а н с л о й н о г о  т и ­

п а .  Т е м  н е  м е н е е ,  в  б о л ь ш и н с т в е  с л у ч а е в  а д е к в а т ­

н о е  ч и с л е н н о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  м о ж н о  п о л у ч и т ь ,  

е с л и  п о д х о д я щ и м  о б р а з о м  с о к р а т и т ь  р а с с м а т р и ­

в а е м ы й  в р е м е н н о й  и н т е р в а л  в ы ч и с л е н и й .
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Abstract-Qualitative features of numerical integration of initial-boundary value problems for partial differ­
ential equations with delay by the method of lines have been described. The method of lines is based on the 
approximation of spatial derivatives by corresponding finite differences, which allows reducing the initial 
equation to an approximate system of ordinary differential equations with delay. The system is then solved by 
the Runge-Kutta methods of the second and fourth orders and by the BDF method, which are built into 
Wolfram Mathematica. Test problems for nonlinear Klein-Gordon type equations with a constant delay т 
whose solutions are expressed in terms of elementary functions have been formulated. The extensive compar­
ison of numerical and exact solutions of the test problems on a significant time interval from 0 to 50т has been 
made. It has been found that the numerical method under consideration with moderate delay times ensures 
high accuracy of the results obtained.
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