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В статье рассматриваются системы уравнений двумерной мелкой воды над неровным дном как в эй
леровых, так и в лагранжевых переменных. Введена в рассмотрение промежуточная система урав
нений. Ее решения одновременно являются как решениями системы уравнений двумерной мелкой 
воды в эйлеровых переменных, так и решениями в неявном виде системы уравнений двумерной 
мелкой воды, записанной в лагранжевых переменных. Найдены все базовые гидродинамические 
законы сохранения промежуточной системы уравнений. Базовые гидродинамические законы со
хранения промежуточной системы уравнений были получены без использования симметрий. Полу
чена связь между законами сохранения промежуточной системы уравнений и системой уравнений 
двумерной мелкой воды, записанной в лагранжевых переменных. Базовые гидродинамические за
коны сохранения промежуточной системы уравнений были использованы для построения базовых 
законов сохранения первого порядка системы уравнений двумерной мелкой воды в лагранжевых 
переменных.
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ВВЕДЕНИЕ
Существуют различные подходы для построе

ния законов сохранения уравнений математиче
ской физики [1—6]. Наиболее широко известен 
способ построения законов сохранения на осно
вании теоремы Нетер с использованием вариаци
онных симметрий [1].

В работах [7, 8] были получены гидродинами
ческие законы сохранения системы уравнений 
одномерной мелкой воды над неровным дном в 
эйлеровых переменных.

В настоящей работе получены базовые законы 
сохранения первого порядка уравнения мелкой 
воды в лагранжевых переменных, справедливых 
для всех профилей дна, без использования сим
метрий.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
В работах [7, 8] была рассмотрена система 

уравнений одномерной мелкой воды над неров
ным дном и были найдены все гидродинамиче
ские законы сохранения.

В безразмерных переменных система уравне
ний двумерной мелкой воды над неровным дном 
имеет следующий вид [9]:

ut + uux + vuy + ц х = 0,
V + uvx + vvy +Пу = 0, (1)

Bt + [u(n + h)]x + [v(n + h)]y = °-

Здесь h = h( x, y), u = u( x, y, t), v = v( x, y, t) — ком
поненты средней по глубине горизонтальной 
скорости, n = n(x, y, t) — отклонение свободной
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поверхности, n + h > 0. Профиль дна имеет вид 
z = -h( х, у).

Запишем систему уравнений (1) в следующем 
виде:

ut + ЫЫХ + VUy = -Рх + h ,
V + uv х + vVy = -Ру + hy, (2)

Pt + (pu)x + (pv)y = 0.

Здесь p = n  + h, p>  0.

xit = -  УьРй УаРі + h ,,
xay b -  xby a

y = -Х  bp a + xcap b + h
ytt — „ „ "r hyi

Х аУ b -  Х ьУ a
P(Хay b -  Хby a) = 1

(4)

Справедливо следующее предложение.
Предложение 1. Взаимно-однозначное соответ

ствие между решениями систем уравнений (3) и (4) 
дается соотношениями

Замечание 1. Система уравнений (2) аналогич
на системе уравнений двумерной газовой дина
мики [10, 11] для политропного газа с у = 2.

Введем новые переменные a = a( x, y, t), 
b = b( x, y, t) и рассмотрим систему уравнений

u  + uux + vuy = -Px + hx,
V + uvx + vvy = -py + hy,

at + uax + vay = 0, (3)
bt + ubx + vby = 0,

axby -  aybx = p.

Третье и четвертое уравнения системы уравне
ний (3) означают, что введенные переменные a и 
b являются лагранжевыми.

Последние три уравнения системы уравне
ний (3) можно записать в следующем эквивалент
ном виде:

u = x  t, v = y  -t, p = p, 
x = x  y = y, t = t, (5)

a = a, b = b.

Замечание 3. Промежуточная система уравне
ний (3) является накрывающей системой уравне
ний [3] для системы уравнений (2).

Ниже, для сокращения записи, в системе урав
нений (4) не будет использоваться знак тильда.

СВЯЗЬ МЕЖДУ ЗАКОНАМИ СОХРАНЕНИЯ 
ПРОМЕЖУТОЧНОЙ СИСТЕМЫ 

УРАВНЕНИЙ И ЗАКОНАМИ СОХРАНЕНИЯ
СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ 

В ЭЙЛЕРОВЫХ И ЛАГРАНЖЕВЫХ 
ПЕРЕМЕННЫХ

Под законами сохранения промежуточной си
стемы уравнений (3) будем понимать тройки 
функций (P , Q , R ), для которых на решениях си
стемы уравнений (3) выполнено соотношение

-a tby + bfiy = pu,

atbx -  btax = PE 
axby -  aybx = P,

Dx (P) + Dy (Q) + Dt (R) = 0. (6)

Здесь P , Q, R  — гладкие функции от независимых 
и зависимых переменных и их производных;

откуда следует справедливость третьего уравне
ния системы уравнений (2).

Система уравнений (3) является промежуточ
ной системой уравнений между системами урав
нений двумерной мелкой воды, записанных в эй
леровых и лагранжевых переменных. Ее решения 
одновременно являются как решениями системы 
уравнений (2), так и решениями в неявном виде 
системы уравнений двумерной мелкой воды, за
писанной в лагранжевых переменных.

Замечание 2. Закон сохранения массы (третье 
уравнение системы уравнений (2)) является три
виальным законом сохранения для промежуточ
ной системы уравнений (3).

Запишем в следующем виде систему уравне
ний двумерной мелкой воды (2) в лагранжевых 
переменных:

D = + ax + bx + ux + vx + p x + ...,
dx da db du ov op

Dy = + ay + by + uy + vy —  + p y + ...,
y dy y da y db y du y dv Hy dp

D  = — + at ----+ bt ----+ ut + V + ptdt ‘ da ‘ db ‘ du ‘ dv r ‘ dp
+ ...

— операторы полного дифференцирования в пе
ременных x , y , t соответственно. Порядком зако
на сохранения будем называть максимальный по
рядок производных, входящих в функции P , Q, 
R . Законы сохранения нулевого порядка будем 
называть гидродинамическими. Аналогично
определяются законы сохранения (P , Q , R ) си
стемы уравнений (4), для которых на решениях 
системы уравнений (4) выполнено соотношение

Da(P) + Db(Q) + Dt (R) = 0.
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Здесь P , Q, R — гладкие функции от соответству
ющих независимых и зависимых переменных и 
их производных;

Da = ^  + Ха ^  + Уа ̂  + ра ̂  + — ,да дх ду ор

Db = дт + хь д~ + уь дд  + рь dP + —,db дх ду ор

Dt = дд + xt д^ + yt dd + pt dP+ —.
dt дх оу ор

+ Ы а — xayL D5b(R) + Dt (R) =
ХаУь -  ХьУа

= ------ 1------Фа(у ьР -  XbQ + (ХьУ, -  Х,Уь)R) +
ХаУь -  ХьУа

+ Db(-УaP + XaQ -  (ХаУ, -  Х,Уа)R) +
+ D,((ХаУь -  ХьУа)R)),

откуда следует справедливость доказываемого 
предложения.

Справедливо также предложение
— операторы полного дифференцирования в пе
ременных а, b, t соответственно. Тривиальными 
законами сохранения будем называть законы со
хранения двух типов (или их комбинации) [2]. 
Тривиальным законам первого типа соответству
ют тройки функций, обращающиеся в нуль на ре
шениях системы уравнений, а тривиальным зако
нам второго типа соответствуют тройки функций, 
для которых соотношение (6) выполнено тожде
ственно.

Предложение 2. Гидродинамический закон со
хранения промежуточной системы уравнений (3) с 
функциями P = P(a, b, x, у, t, u, v, р), 
Q =P(a, b, x, y, t, u, v, р), R = P(a, b, x, y, t, u, к,р) опре
деляет закон сохранения первого порядка системы урав
нений (4) с функциями P = ybP -  xbQ + (xbyt -  xtyb )R ,
Q = -yaP + xaQ -  (ХаУ, -  Х,Уа )R , R = (xayb -  ХъУа )R 
с учетом соотношений (5). Верно и обратное.

Доказательство. Обозначим ограничения опе
раторов полного дифференцирования Da, Db и D, 
на систему уравнений (4) как Da, Db и D, . Ограни
чения операторов Dx, Dy и Dt на промежуточную
систему уравнений (3) обозначим как Dx, Dy и Dt . 
В силу соотношений (5) эти операторы связаны 
следующим образом

Dx = Уь -Da — Уа -Db,

Dy =

ХаУь -  ХьУа ХаУь -  ХьУа
___ Хь А . Ха-D„ + ■
ХаУь -  ХьУа ХаУь -  ХьУа

■D,b

D  = xbyt -  xtyb Д  + xtya -  xayt Д  + D■ .
ХаУь -  ХьУа ХаУь -  ХьУа

Предложение 3. Если функции P , Q и R в неко
тором законе сохранения промежуточной системы 
уравнений (3) не зависят от переменных а и b , то 
они определяют закон сохранения системы уравне
ний (2). Все законы сохранения системы уравнений 
(2), кроме закона сохранения

D, (р) + Dx (ри) + Dy (рт) = 0,

получаются из законов сохранения промежуточной 
системы уравнений (3).

Отметим, что нахождение гидродинамических 
законов сохранения промежуточной системы 
уравнений (3) проще, чем нахождение законов 
сохранения первого порядка уравнения (4).

БАЗОВЫЕ ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ 
ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ

ПРОМЕЖУТОЧНОЙ СИСТЕМЫ 
УРАВНЕНИЙ

Соотношение (6) на решениях промежуточной 
системы уравнений (3) принимает вид

(Pu -  uRu -  р ^ )щ  + (Qu -  v R )Uy +
+ (Pv -  u R  )vx + (Qv -  vR  -  р ^  )Vy +

+ (P> -  Ru -  u R )рx + (Qр -  R  -  VR)ру +
+ (Pa -  uRa )ax + (Qa ~ VR Д  +

+ (Pb -  uRb )bx + -Х-У   (Qb -  vRb) +
ax

+ hxRu + hyR  + Px + Qy + Rt = 0
Приравнивая к нулю коэффициенты при про

изводных, получим следующую переопределен
ную систему линейных уравнений

Тогда выполнены соотношения

Dx (P) + Dy (Q) + Dt (R) = ----- У----- Da (P) -
ХаУь -  ХьУа

--------Уа----- Db(P)------- Хъ----- Da(Q) +
ХаУь -  ХьУа ХаУь -  ХьУа

+ ----- Ха----- l b (Q) + ХьУ -  Х,Уь Da(R) +
ХаУь -  ХьУа ХаУь -  ХьУа

Pu -  uRu - р щ =  0,
Qu -  v R  = 0
Pv -  u R  = 0,

Qv -  v R  -рЩ ,=  0,

Р’р -  Ru -  uR =  0,
Q, -  R  -  v R =  0, (7)

Pa -  uRa = 0,
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Qa -  VR  = 0,
Pb -  uRb = 0,
Qb -  VRb = 0,

hxRu + hyRv + Px + Qy + Rt = 0.

Переопределенная система уравнений (7) была 
исследована на совместность.

Найдем базовые гидродинамические законы 
сохранения системы уравнений (3), зависящие от 
функции h = h(x, y) и ее производных, и справед
ливые при любом профиле дна.

Предложение 4. Промежуточная система урав
нений (3) обладает одним базовым гидродинамиче
ским законом сохранения

P  = up + Р -  h |,

Q = v p \^ - + ^  + p - h  I,

= p u l + ^  + ( p - h )2 
1 2 2

(8)

БАЗОВЫЕ ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА СИСТЕМЫ 

УРАВНЕНИЙ ДВУМЕРНОЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ 
В ЛАГРАНЖЕВЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

законов сохранения промежуточной системы 
уравнений могут быть получены гидродинамиче
ские законы сохранения системы уравнений од
номерной мелкой воды в эйлеровых переменных.

Работа выполнена при частичной финансовой 
поддержке гранта РФФИ 18-01-00890 и Фонда 
развития теоретической физики и математики 
’’БАЗИС” (стипендиат К.П. Дружков).
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Abstract-Systems of equations of two-dimensional shallow water over an uneven bottom have been consid
ered in both the Eulerian and Lagrangian variables. An intermediate system of equations has been introduced. 
Its solutions are simultaneously solutions of the system of equations of two-dimensional shallow water in the 
Eulerian variables and implicit solutions of the system of equations of two-dimensional shallow water in the 
Lagrangian variables. All basic hydrodynamic conservation laws of the intermediate system of equations have 
been found without using symmetries. A relationship has been obtained between the conservation laws of the 
intermediate system of equations and the system of equations of two-dimensional shallow water in the La
grangian variables. The basic hydrodynamic conservation laws of the intermediate system of equations have 
been used to construct the basic conservation laws of the first order for the system of equations of two-dimen
sional shallow water in the Lagrangian variables.
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