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В 2020 г. в издательстве Института проблем 

механики им. А.Ю. Ишлинского РАН вышла в 

свет книга А.Д. Полянина и А.И. Журова «Ме-

тоды разделения переменных и точные решения 

нелинейных уравнений математической физи-

ки» [1]. 

Нелинейные уравнения математической фи-

зики и другие нелинейные дифференциальные 

уравнения с частными производными второго и 

более высоких порядков часто встречаются в 

различных областях математики, физики, меха-

ники, химии, биологии и в многочисленных 

приложениях. Общее решение таких уравнений 

удается получить весьма редко в исключитель-

ных случаях. Поэтому на практике обычно при-

ходится ограничиваться поиском и анализом 

частных решений, которые принято называть 

«точными решениями». 

Точные решения всегда играли и продолжа-

ют играть огромную роль для выявления каче-

ственных особенностей многих явлений и про-

цессов в различных областях естествознания. 

Точные решения нелинейных уравнений 

наглядно демонстрируют и позволяют лучше 

понять сложные нелинейные эффекты, такие 

как пространственная локализация процессов 

переноса, множественность или отсутствие ста-

ционарных состояний при определенных усло-

виях, существование режимов с обострением, 

возможная негладкость или разрывность иско-

мых величин и др. Простые решения линейных 

и нелинейных дифференциальных уравнений 

широко используются для иллюстрации теоре-

тического материала и некоторых приложений в 

учебных курсах университетов и технических 

вузов (по прикладной и вычислительной мате-

матике, асимптотическим методам, теоретиче-

ской физике, теории тепло- и массопереноса, 

гидродинамике, газовой динамике, теории волн, 

нелинейной оптике и др.). 

Важно отметить, что точные решения урав-

нений математической физики играют важную 

роль стандартных «математических эталонов», 

которые широко используются для оценки точ-

ности различных численных, асимптотических 

и приближенных аналитических методов.  

Лет двадцать–тридцать назад было весьма 

распространено мнение, что подавляющее 

большинство точных решений являются «инва-

риантными решениями», которые можно найти 

путем использования метода группового анали-

за дифференциальных уравнений (называемого 

также классическим методом поиска симмет-

рий), основанного на поиске непрерывных од-

нопараметрических преобразований, сохраня-

ющих вид рассматриваемых уравнений. Однако 

потом все чаще и чаще исследователи стали 

находить более сложные (неинвариантные) точ-

ные решения нелинейных уравнений математи-

ческой физики, для построения которых надо 
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было использовать уже другие методы. В по-

следние годы пополнение списка точных реше-

ний в основном происходит за счет поиска но-

вых неинвариантных решений. 

В рассматриваемой книге излагаются кон-

структивные аналитические методы построения 

неинвариантных точных решений нелинейных 

уравнений математической физики, обладаю-

щие широким диапазоном применимости. Опи-

саны методы обобщенного и функционального 

разделения переменных, прямой метод постро-

ения редукций (метод Кларксона–Крускала), 

метод поиска слабых симметрий (обобщающий 

прямой метод построения редукций) и метод 

дифференциальных связей. Эти методы позво-

ляют находить точные решения нелинейных 

уравнений с частными производными разных 

типов и разных порядков. Важно отметить, что 

в книгу включены разработанные в последние 

несколько лет прямые методы построения точ-

ных решений с функциональным разделением 

переменных в неявной форме (характерная ка-

чественная особенность этих методов заключа-

ется в том, что они обычно позволяют получать 

решения в замкнутом виде). Проведено сопо-

ставление эффективности рассматриваемых ме-

тодов. 

Изложение сопровождается многочислен-

ными конкретными примерами, в которых ав-

торы старались давать неформальные поясне-

ния и высказывать соображения, которые ис-

пользовались при построении тех или иных ре-

шений. Для иллюстрации широкой области 

применимости описанных методов рассматри-

ваются как нелинейные УрЧП второго порядка, 

так и различные УрЧП старших порядков. 

При отборе практического материала авторы 

отдавали наибольшее предпочтение следующим 

важным типам УрЧП: 

1) нелинейным уравнениям, которые встре-

чаются в различных приложениях (в теории 

тепло- и массопереноса, гидродинамике, теории 

волн, газовой динамике, теории горения, нели-

нейной оптике, химической технологии, биоло-

гии и др.); 

2) нелинейным уравнениям достаточно об-

щего вида, которые зависят от одной или не-

скольких произвольных функций (такие урав-

нения и их решения представляют наибольший 

практический интерес для тестирования чис-

ленных и приближенных аналитических мето-

дов). 

В целом, книга содержит много нового мате-

риала, который ранее в монографиях не публи-

ковался. Основные результаты можно найти в 

статьях авторов [2–5]. 

Данная книга будет полезной для широкого 

круга научных работников, преподавателей ву-

зов, инженеров, аспирантов и студентов, специ-

ализирующихся в области прикладной и вычис-

лительной математики, теоретической физики, 

механики, теории управления, химической тех-

нологии и биологии. Отдельные разделы книги 

и примеры могут быть использованы в курсах 

лекций по уравнениям математической физики 

и уравнениям с частными производными, для 

чтения спецкурсов и для проведения практиче-

ских занятий. 

Отметим, что электронная версия книги 

находится в свободном доступе в интернете 

(https://eqworld.ipmnet.ru/Arts_Polyanin/Book_Po

lyanin_Zhurov_2020.pdf). 
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  Methods of generalized and functional separation of variables used to find exact solutions to nonlinear equa-

tions of mathematical physics are considered. A direct method for constructing reductions (in many ways similar to 

methods of functional separation of variables) and its more general version based on the principle of splitting are de-

scribed. The equations of heat and mass transfer, wave theory, hydrodynamics, nonlinear optics, combustion theory, 

chemical technology, biology and other physics, heat and mass transfer equations, hydrodynamic equations are stud-

ied. 

 
Keywords: generalized separation of variables, functional separation of variables, exact solutions, nonlinear 

equations of mathematical physics, heat and mass transfer equations, hydrodynamic equations. 

 
 

REFERENCES 

 

1.  Polyanin A.D., Zhurov A.I. Metody razdeleniya 

peremennyh i tochnye resheniya nelinejnyh uravnenij 

matematicheskoj fiziki.  [Methods for separating varia-

bles and exact solutions of nonlinear equations of math-

ematical physics]. Moscow. Institute of Mechanics and 

Mechanics RAS Publ., 2020. 
2. Polyanin A.D. Construction of exact solutions in 

implicit form for PDEs: New functional separable solu-

tions of non-linear reaction-diffusion equations with 

variable coefficients.  International Journal of Non-

Linear Mechanics, 2019, Vol. 111, pp. 95–105. 

3. Polyanin A.D. Construction of functional separa-

ble solutions in implicit form for non-linear Klein--

Gordon type equations with variable coefficients.  Inter-

national Journal of Non-Linear Mechanics, 2019, 

Vol. 114, pp. 29–40. 

4. Polyanin A.D. Functional separation of variables 

in nonlinear PDEs: General approach, new solutions of 

diffusion-type equations.  Mathematics, 2020, Vol. 8, 

No. 1, 90. 

5. Polyanin A.D., Zhurov A.I. Separation of variables 

in PDEs using nonlinear transformations: Applica-tions 

to reaction-diffusion type equations. Applied Mathemat-

ics Letters, 2020, Vol. 100, 106055.  

 

 


