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В настоящей работе мы рассматриваем спектральную задачу типа Стеклова для оператора Лапласа 
и соответствующую ей краевую задачу в ограниченной области с гладкой границей. Предполагает
ся, что на малой части границы выставлено однородное условие Дирихле, а на всей остальное части 
границы — условие Стеклова (или соответствующее условие Неймана). Известно, что задача Стек
лова, возмущенная на малом участке границы условием Дирихле, имеет счетный набор конечно
кратных собственных значений. При этом предельной задачей является задача для оператора Ла
пласа с условием Стеклова на всей границе. Также известно, что задача для оператора Лапласа с 
условием Стеклова на всей границе имеет счетный набор конечнократных собственных значений. 
В работе строится двучленная асимптотика собственных значений и соответствующих им собствен
ных функций исходной задачи при стремлении малого параметра, характеризующего размер участ
ка границы с условием Дирихле, к нулю. Показано, что асимптотика собственного значения имеет 
второе слагаемое порядка минус первой степени логарифма малого параметра. При этом асимпто
тика строго обоснована с оценкой остаточного члена порядка минус второй степени логарифма ма
лого параметра.
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ВВЕДЕНИЕ
История исследования задачи Стеклова восхо

дит к работам, появившимся на рубеже XIX— 
XX веков (см., например, [1]). Недавно интерес к 
этим задачам возник с новой силой, появились 
такие работы, как [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], 
[10], [11] и [22].

Работы [4], [5], [6] посвящены структуре спек
тра, в частности, непрерывного, задачи Стеклова 
в областях с пиком различного заострения, в том 
числе для упругих тел.

В работе [7] исследуется сингулярно возму
щенная задача типа Стеклова с малым парамет
ром в ограниченной двумерной области. Изучает
ся асимптотическое поведение собственных зна
чений и собственных функций такой задачи при 
стремлении малого параметра к нулю в случае не
вырожденной предельной задачи. Постановка за
дачи включает в себя быструю смену типа гранич

ных условий. В статьях [8] и [9] рассматривается 
вырождающаяся задача типа Стеклова, возму
щенная чередованием условий Дирихле и усло
вий Стеклова в случае предельной задачи Дирих
ле. В работе [10] рассматривается аналогичная за
дача с непериодическим чередованием условий 
Стеклова и Дирихле для системы теории упруго
сти.

В статье [11] авторы рассматривают усредне
ние спектральной задачи Стеклова для дивер
гентного эллиптического оператора в периодиче
ски перфорированной области в предположении, 
что весовая спектральная функция меняет знак. 
Доказывается, что предельное поведение спектра 
зависит от среднего значения весовой функции 
по границе полостей.

Сингулярные возмущения краевых и спек
тральных задач на малых участках как внутри об
ласти, так и на границе, изучались многими авто-
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Рис. 1. Структура области О и границы Г.

рами (см., например, [12], [13], [14], [15], [16], [17], 
[18], [19], [20]). В работе [12] выведена оценка соб
ственного значения для оператора Лапласа в 
трехмерной области с малым отверстием. Полное 
асимптотическое разложение собственных чисел 
спектральной задачи в областях с малыми отвер
стиями построено в [15]. В [17] рассмотрена зада
ча, где условие Дирихле возмущается однород
ным условием Неймана на малом участке грани
цы. В работе [21] аналогичная задача рассмотрена 
для кратного собственного значения. В работах 
[4], [5] и [6] рассматриваются задачи, в которых 
спектральное условие Стеклова выставляется на 
всей границе, за исключением точки пика.

В статьях [27], [28], [29], [30] изучались спек
тральные свойства задач в областях с малыми от
верстиями. В работе [22] построена асимптотика 
собственных значений и собственных функций в 
задаче Стеклова на интерфейсе с неоднородной 
микроструктурой.

Аналогичные задачи в областях с микронеод
нородностями см. [24], [31], [32], [33], [34].

В настоящей статье рассматривается краевая и 
спектральная задача Стеклова для оператора Ла
пласа, возмущенная однородным условием Ди
рихле на одном малом участке границы. Извест
но, что в ограниченной области спектральная за
дача с условиями Стеклова на всей границе, за 
исключением малого фиксированного участка, 
где функция удовлетворяет однородному усло
вию Дирихле, имеет счетный набор собственных 
значений. При стремлении малого параметра, 
определяющего длину участка границы, где вы
ставлено условие Дирихле, к нулю, собственные 
значения стремятся к соответствующим соб
ственным значениям задачи Стеклова. Наша за
дача заключается в построении двучленной 
асимптотики собственных значений возмущен
ной задачи к собственным значениям задачи 
Стеклова во всей области.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Обозначим через О область в R2, лежащую в 
верхней полуплоскости, граница которой являет
ся гладкой и состоит из двух частей: дО = Ге и  ye, 

е егде уе — отрезок на оси абсцисс. Здесь и да-
L  2  2 J

лее е — малый положительный параметр.

Пусть H  :(О, уе) — множество функций из H  :(О) 
с нулевым следом на уе.

Обозначим через ||и||0 и ||и|1 нормы функции и, 
в пространствах L2(0 ) и Н*(О) соответственно, 
через ||и||0,дО — норму в пространстве Х2(ЭО).

Нашей целью является построение асимпто
тики при е ^  0 собственных пар следующей 
спектральной задачи:

Аие = 0 при х е О,
<ие = 0 при х е  Ye, (1)
d Ue■ - = Aeue при х е Ге.I dv

Рассмотрим также задачу

Аи0 = 0 при х е О,
* ди0 (2)0 = к 0и0 при х е дО.
I dv

В работе [23] было доказано, что задача (2) явля
ется предельной для задачи (1). А именно, спра
ведливо следующее утверждение:

Теорема 1.1. Пусть А0 — собственное значение 
кратности N  спектральной задачи (2). Тогда к  А0 
сходится N  собственных значений задачи (1) при 
е ^  0. Если АеД, ..., Ае, N собственные значения, схо
дящиеся к  А0, то соответствующие им собствен
ные функции ие1, ..., ие,N, ортонормированные в 
L2(0 ) , также сходятся (по подпоследовательности 
ek ^  0 при k  ^  ж)  к ортонормированным в L2(0 ) 
собственным функциям и01, ..., u0,N спектральной 
задачи (2), соответствующим А0:

||ие,j -  и0,j Hi ^  0  е = ек ^  0

2. ФОРМАЛЬНЫЙ АСИМПТОТИЧЕСКИЙ 
АНАЛИЗ. ПОСТРОЕНИЕ ВЕДУЩИХ 

ЧЛЕНОВ
Для построения асимптотик мы воспользуем

ся методом согласования асимптотических раз
ложений (см. [35]— [37], а также [17] и [19]).

Предполагается, что в спектральной задаче (2) 
собственное значение А0 — простое, и для опреде-
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ленности всюду далее в этой главе считаем, что u0 
нормирована в УДдЦ).

Естественно искать разложение решения в форме 
иЕ( x) = u0( x) + ..., (3)

а также разложение собственных значений в виде

= ^0 + — . (4)
Функция u0(x) не удовлетворяет граничным 

условиям исходной задачи в окрестности множе
ства уе, поэтому ее необходимо “подправить” в 
этой окрестности. Следуя терминологии метода 
согласования, разложение (3) назовем внешним, а 
разложение в малой окрестности уе назовем 
внутренним.

Отметим, что внешним разложением мы будем 
пользоваться во всей области за исключением ма
лой окрестности участка границы уе, в котором 
будем строить внутреннее разложение. Поэтому 
нас интересуют в первую очередь не сами гранич
ные условия на функции внешнего разложения, а 
асимптотическое поведение членов ряда при 
стремлении x ^  0.

Собственную функцию u0( x) разложим в ряд 
Тейлора в нуле. В силу краевой задачи (2) (урав
нения и граничных условий) имеем

u0(x) = u0(0) + a! x1 + Pi x2 + 0(|x|2), (5)
где

a, = du0—
dx1x=0

e = du0
Pl dx2x=0

В силу краевых условий

Pl = - ^ 0u0(0).

due _  -i due
dv е Э^2 ^eue. ( 8 )

Подставляем (4), (7) в (1) и, учитывая (8), со
бираем члены с минимальными степенями е (в
уравнении с е-1, в граничных условиях с е0). По
лучается задача

'А^0 = 0 при Ъ2 > 0,
V0 = 0 на %

* 1 = 0 на Г,
3?2
70 ~  ^ ( 0) при |Ъ| ^  +^

и  з а д а ч а

( 9 )

оIIМП
<

при Ъ2 > 0,
v1 = 0 на %

dv1 л 
- ЧІГ ^0v0,1 

дЪ2
на Г, (10)

v1 ~  а 1Ъ1 + р1Ъ2 при |Ъ| ^  +°°.
Для построения функции v01 необходима сле

дующая вспомогательная задача:

'А  X  = 0 
X = 0

<д х
дЪ

= 0

при Ъ2 > 0, 
на у,

на Г,

X  ~  1 при |Ъ| ^  +«>,

( 1 1 )

но нетривиального решения эта задача не имеет. 
В связи с этим рассмотрим задачу, которая имеет 
отличное от нуля решение, но с другой асимпто
тикой на бесконечности.

Сделаем замену Ъ = —. Обозначим 
е

Т- 

Г =

{Ъ: Ъ е - 

Ъ: {  е R \

1 1
2 ,2.
_ I  1"
. 2 ,2_

, ̂ 2 = 0} ,

, Ъ2 = 0}.

Получаем в силу (5)

«0(x1, е^2) = «0(0) + еа&  + ер&  + 0 (е2|̂ |2). (6)
Следуя методу согласования асимптотических 

разложений (см. [19]), найдем граничные условия 
и асимптотику для главного члена внутреннего 
разложения. Внутреннее разложение должно 
иметь структуру

uE( x) = у»(Ъ, е) + еп(Ъ) + ..., (7)

где Ъ = x , v>(£, е) ~  Uo(0), У1(Ъ) ~  a &  + Р& пр и е
|Ъ| ^  +«>. В переменных Ъ оператор Лапласа со
храняется, а граничные условия на Ге имеют вид

АЪ X  = 0 при Ъ2 > 0,
X = 0 на Y,
9X = 0 
дЪ2

на Г, (12)

X  ~  ln |Ъ| при |Ъ| ^  +«>.
Решение задачи (12) существует (см. [17]). Его 

можно выписать явно:

X(Ъ) = Re/Кг W г2 -1), (13)

где г = Ъ1 + i^2. Учитывая, что

ln |Ъ,| ~  ln 1 = - ln е при Ъ ^  ^ , е ^  0, 
е

делаем вывод о том, что

7>(Ъ, е) = -  ̂  X  (Ъ) (14)
ln е

удовлетворяет задаче (9). Удобнее написать
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vo& -) = -  ̂  X(&  = - - 1 -  усд(^), ln -  ln -
Vo,i = Mq(0)X (р).

(15)

Функция v01 также удовлетворяет задаче (9). 
Асимптотика такой функции на бесконечности 
при |р| ^  +ж в силу (13) и (14) выглядит следую
щим образом:

,й Ч uQ(0)Ыр, -) = ln -
ln |x| -  ln -  + ln2 + С0 + ...

|р|2
= uQ(0) -  —o(0) (ln|x| + ln 2) + . . .  

ln -

J (16)

Обозначим ц := — —.
ln -

Теперь видно, что устраняя невязку в гранич
ных условиях у функции u0(x), мы построили 
v01(p), но при этом оказалось, что поведение на 
бесконечности у функции v01(p) не совсем то, ко
торое нам было нужно. Появилась новая невязка,
но другого порядка (порядка — —). Эту невязку

ln -
приходится устранять введением еще одного 
(промежуточного) члена во внешнем разложе
нии.

Переписывая асимптотику v0 в бесконечности 
во внешних переменных с учетом (16), заключа
ем, что внешнее разложение должно иметь вид

uE( x) = u0(x) + ц—01(х) + ..., (17)
где

u01(x1, х2) ~  u0(0)ln|x| + uQ1(0) + ... при |х| ^  0.

Таким образом, функция uE(x) имеет следую
щую асимптотку в нуле:

щ( x) = u0(0) + |O,(u0(0)ln|x| + uQ1(0)) + ...
Поскольку уточненное внешнее разложение 

имеет вид (17), то, естественно, разложение соб
ственного значения в уточненном виде будет 
иметь следующий член порядка ц , т.е.

Х- = Х0 + цХ0,1 + ••• , (18)
где константу Х0д мы вычислим ниже. Внутреннее 
разложение должно иметь вид

u- = ЦП)д(р) + ...
с асимптотикой на бесконечности

u- = u0(0) + ^ u Q(0)ln|x| + u0(0)ln2) + ...
Слагаемое ^ 0(0)ln2 нужно устранить подправкой 
нового члена во внутреннем асимптотическом 
разложении u-:

u- = ц^од(р) + ц2Ко,2(р) + ...,

Vo,2 ~  uo,1(0) -  uo(0)ln2 при |р| ^  <~.

Подставляя ряд (17) и разложение (18) для Х- в 
задачу (1), приравнивая члены при ц1, получаем 
краевую задачу для u0,1:

-Au01 = 0 в О,

< 01 = X0u01 + X01u0 на 3n\{0}, (19)
3v

u01(x1, x2) ~  u0(0)ln|x| при |x| ^  0.

Записываем условие разрешимости задачи (19). 
Обозначим через К- полукруг радиуса -  с центром 
в нуле, лежащий в верхней полуплоскости и рас
смотрим область = n \K -. Домножим уравне
ние на u0 и проинтегрируем по области , таким
образом вырезая особенность функции u0,1. 
Имеем

-  J  Au01(x)u0(x)dx = 0. ( 2 0 )

Применяя дважды формулу Грина, выводим

-  J Au01u0dx = J Vu01VuQdx -  J u0ds -
an

du0,1
3v

u0ds = - J u01AuQdx ■

-  J 01 u0ds + J 0 u01ds -
an dv andv ,

( 2 1 )

duo,1.. l-u0ds + J —0u01ds.
K  dv эKЕ dv ,

Используя уравнения и краевые условия за
дач (2) и (19), вспоминая условие нормировки 
функции u0, переходим к пределу при -  ^  0. По
лучаем

n-

Имея в виду (20), (21) и (22), окончательно имеем

X 0,1 = nuQ(0). (23)
Для однозначной разрешимости задачи (19) 

будем считать, что

J u0( x)u01( x)dx = 0.
an

Далее, подставляя внутреннее разложение в ис
ходную задачу и приравнивая слагаемые с одина-
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ковыми степенями, получаем уточненную задачу 
на Vy:

ОIIU
.S

'

<

при ^2 > 0,
V0,2 = 0 на Y,

OJ
 %

1

II о на Г,
(24)

„v0,2 ~  й0,1 —и0(0) 1п 2 при |̂ | ^  +«>.
Решение (24) задается аналогичной формулой: 

V0,2 = (ц,(0)Ш2 -  И0Д(0 )Щ 0 . (25)
В силу (25) асимптотика такой функции при 

|̂ | ^  имеет вид

V0,2 = (-«0(0) ln 2 + «0д(0)) + (26)
+ е(—и0(0)1п 2 + м0Д(0))(1п |х| + ln 2) + ...

Суммируя, мы рассматриваем следующие 
приближения:
внешнее разложение

йе( х) = й0( х) + Ей01( х) + ... = йе + . . . , 
разложение собственного значения

Хе = ^0 + М-̂ 0,1 + • • • = Хе + ..., (27)
внутреннее разложение

«е(X) = М*Ъд (ХХ) + еЧ ,2 (̂ Х) + •" = Ке + ...

с асимптотикой

К = И0(0) + M-(Mo(0)ln |х| +
+ Uo(0) ln 2) + ц(—Mo(0)ln 2 + u  i(0)) +

+ ц2(м0(0) ln 2 + й01(0)) ln |x|

при |£| ^  + ̂  . Пусть x(t) — бесконечно дифферен
цируемая срезающая функция, тождественно 
равная нулю при t < 1и единице при t > 2 ,

Хр(х2) = Xf  х2Л
V Ев)

Составляем функцию

Ue =  Xp( х2 )й е  +  (1 — Xp( х2))^е.

Далее будет показано, что данная функция явля
ется приближением к решению исходной возму
щенной задачи.

3. ОБОСНОВАНИЕ ПОСТРОЕННОЙ 
АСИМПТОТИКИ

В силу краевых задач (9), (10) построенные 
приближения удовлетворяют граничным задачам

—Лйе = 0 при х е Х,
< йе = 0 на уе, (28)

---е Х0U + ^0 1Ей = Хейе — Е Х0 lU 1 На Ее.
I dv
и для достаточно малого h > 0

0II1

при х е Хе п  {|х| < h},
оII на Ye,

2 1  = 0 
3^2

на Ге п  {х2 < h}, (29)

У ~  й0(0) + Е(й0,1(0) + й0(0)ln |х|) + е2(—и0(0)1п 2 + й01(0)) ln |х| при {х2 < h}.

Легко видеть, что функции йе и ге являются до
статочно гладкими.

Лемма 3.1. Пусть 0 < в <1. Тогда при
Ев < |х| < 2|1Р (Ев—1 < |̂ | < 2цв—1) справедливы следу
ющие оценки:

Уе— йе = 0 (Е2 ln Е), - 3 - (Уе — йе) = O(^2—P).
дх2

Аналогично,

з3 - (у  — йе) = O (е2 - )  = 0(Е2-р) при Ев < х2 < 2Ев.
дх2 ' х  /

2
Лемма 3.2. Пусть 0 < в < -. Тогда функция

ие (х) = Хр( х2>Йе(х) + (1 — Х р ^ Ш  х).
является решением краевой задачи

Доказательство. В силу асимптотик (29), (24) и 
(17) верно следующее:

К — йе = й)(0) + ЕЕ),1 — й)(0) —
— Ей0,1(0) = 0(е2 ln |х|) = 0 (е2 ln е).

"ЛНе = /е
и е = 0

в Хе, 
на Уе,

ЭЦе
3v

= ХеНе + ge на Ге,

(30)
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где

!/e!!q = O
С 2-3вX 
I  2

V
к еі Ю,ГС= 0 ( | 2>. (31)

у

/!! 0= I
Пеп{ | Ц^Ц3}

0 ( | 4-4р )dx = 0 ( | 4-3р)

при 0 < в < 4 .

В силу определения UE и граничных задач (28), 
(29), мы получаем, что

UE = 0 на уЕ.

Кроме того, на ГЕ :
dUE
dv = (Хр«Е + (1 -  Хв )V Я е + gE = XeUe + gE,

где

gE =  -Ц 2ХодМод =  0 ( | 2).

Таким образом,

j|g<ЕІ 10,Г = 0 (Ц2).

( /Е, йЕ )0 + (gE, «Е )0,Ге и
Ue = £ ---------- :------------Е Ue.

П=1 ХЕИ -X
Доказательство. Система функций

1«5 «5 5 > 0

Следовательно, функция UE может быть разложе
на по этому базису (33). Имеем

Доказательство. Подействуем оператором Ла
пласа на функцию UE :

AUЕ = цЯХр + 2^Хр^г̂Е + Хр^Я +
+ VeA(1 -  Хр) + 2V(1 -  Хр )V«E + (1 -  Хр )AVe =

- -2р ~ -р , дйЕ „ -2р м т -р , dVE
= «ее Хр + 2е Хр ̂  -  КЕ Хр -  2е Хр ^  =

= («Е -  К )Ц-2рХр + 2|ГрХр («Е -  К ) s  / е.
dx2

Заметим, что носитель функции / Е лежит в полосе
| р < |x| < 2 |р. В силу леммы 3.1 и определения 
функции Хр мы получаем следующую оценку для 
правой части уравнения:

U5 = £ (U5, й5>1,5 , * _  V 1 (U5, й5>1,0 , s с -ъ П П.Л \
_ -----Т Г -^  й5 = £ ------ГГ"^ ̂ , 5 > 0 (34)
=1 X5 s=1 X5

Решение задачи (30) понимается в обобщен
ном смысле — как решение интегрального тожде
ства

|  V UEVvdx  -  X |  UEv ds = |  gEvds +
nE an an

+ | fv d x ,  Vv  e H >(n, Ye).
ПЕ

Обозначив для краткости,

(ф,Vh,o = |V 9V^dx + 19^dx Vy = 0 на yE,

(Ф, v)0 = I  ф ^ х
nE

(ф, W a n = |  ффі^, Vy = 0 на ЭЦ
an

перепишем интегральное тождество в виде

(UE, йЕ )1,0 -X(UE, йЕ )0,dn ( /E, йЕ )0 + (gE, йЕ )0,ЭП. (35)
Подставляя разложение (34) в уравнение (35), 

получаем:

(UE, йЕ )1,0 7 (UE, йЕ )0,ЭП + ( /E, йЕ )0 + (gE, йЕ )0,ЭП.
XE

Следовательно,

(Ue, йЕ >1,01 1 “  I = ( /e, йЕ )0 + (gE, йЕ Van.
Xe

Сходимость собственных функций спектраль
ных задач (1) и (2) следует из результатов статьи 
[23] (см. также [38]). Покажем правомерность 
разложения (27).

Лемма 3.3. Для решения задачи (30) справедливо 
представление:

(32)

(33)
VX5 ^

образует ортонормированный базис в Х2(ГЕ). Как 
известно, пространство H  :(П) вложено в Х2(ГЕ).

Отсюда

<л ,,S\   ( /Е, йЕ )0 + (gE, йЕ )0,dn X n(U Е, йЕ )1,0 ~  л ХЕ.
XE -Х

Тогда окончательно выводим:

U = ( /е, йЕ )q + (gE, йЕ )p,an «
Е л П л Е *n=1 Xe -  X

Докажем следующую вспомогательную оцен
ку.

Лемма 3.4. Пусть X0 — собственное значение 
кратности N  задачи (2):

л   л p+1     л р+N /  л p+1+N
X0 = X0 = — = X0 < X0 .

При X, близких к X0, справедлива оценка:

!! u  у < V V  |!/Е!|о + ||gE!|o,an
!! е!|1 < £  |Xp+j -X| ■

(36)
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Доказательство. Очевидно, что для доказа
тельства леммы достаточно показать справедли
вость представления

N
и , -  £

j—1
(йв , /в)0 + (ge, Ue X),3Q ,.p+j

hp+j h uhe h
+ йв, (37)

где функция Ue ортогональна в Ь2(дО) собствен
ным функциям up+1, j  — 1 ,..., N  и для нее спра
ведлива равномерная по e и h оценка

ІІйвІІ < Сі(Ге||о + ||geІІ0,ЭП). (38)
Из представления (32) следует, что

~вй —
у
X( /e, йВ )0 + (ge, йВ )0,Э£ u1 +
j—i he -  у

(fe, йВ)0 + (ge, UEeХ)ДО.+
(39)

Xj—p+1+N he h
Из (39) и ортогональности в Х2(ЭО) системы 

функций uE , j  — 1,2, . .  следует, что йв ортого
нальна в Х2(ЭО) функциям up+', / — 1, ..., N . 

Установим справедливость оценки (38) для U .
В силу представления (39) и ортогональности uj, 
справедливо равенство:

||VUe||0 — £  
j—1

(fe, йР)0 + (ge, йВX),3q '
he - h

(fe, Ue1 )0 + (ge, йВ )0,3Q

||Vuj ||0 +

(40)

j—p+1+N
Очевидно, что при h , близких к h0, существует 
число a > 0  такое, что для любых достаточно ма
лых выполнено неравенство

|hВ -  h| > a, j  Ф p  + 1,.. . ,  p  +1 + N . ( 4 1 )

В силу (41) и равенства Парсеваля—Стеклова 
из (40) выводим

||VUe||2 < a Х і/ , йВ)0 + (ge, йВ)0,ЭПІ2 <
j—1

< C1(|/e||0 + ||ge||0,3Q).
Отсюда и из эквивалентности норм ||VUe|| и ||UeЦ 

вытекает оценка (38). Лемма доказана.
Теорема 3.1. Собственное значение задачи (1) 

имеет асимптотику

he — h0 - - 1 - Пй02(0) + O ( U  
lne U lne,

(42)

Доказательство. Заметим, что в силу опреде
ления функции Ue справедливо неравенство

l|Ue |1 > 1.
Отсюда, используя асимптотику (31) и оценку
(36) для h — he получаем (42). Таким образом, мы 
доказали сходимость разложения для собствен
ного значения с асимптотикой (42).

Теперь обоснуем сходимость построенного 
приближения Ue к решению задачи (1).

Теорема 3.2. Функция Ue сходится к решению за
дачи (1). Кроме того, справедлива оценка

llUe -  Ue||2 — 0 |(іПв
2

(43)

В силу задач (30) и (1), функция Ue -  ue удовле
творяет граничной задаче

-A(Ue -  Ue) — /В в Qe,ОIIа1 на Y, (44)
d(Ue Ue) _ h tt i g h uh e U e + ge h eUe

dV
на Гв.

Переписав эквивалентно

ЭЦв
3v

heUe + ge h eUe

he (Ue Ue ) + Ue (he he ) + ge,
умножив уравнение задачи (44) на (Ue -  Ue) и про
интегрировав по частям, получаем:

j  fe (Ue -  Ue )dx — J |V(Ue -  Ue ) | d  -
Qe Qe

-  hE j (UE -  ue )2 ds -  (hE -  hE) j ue (UE -  ue )ds -
A  d̂ e

j ge (Ue -  Ue )ds.
aQ„

Неравенство Фридрихса для функции Ue -  ue вле
чет оценку

||Ue -  Ue||2 < C j |V(Ue -  Ue)|2dx.
Q

E

Используя полученное интегральное тождество, 
оценку

llUe UeIL,3Q < C llUe UeII0 ,
а также неравенство Коши—Буняковского, выво
дим:
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U  -  иЕ||2 < C J |V U  -  u  f d x  <

< £| І0р Е-  щ\\0 + M£ р Е- I ||2£ 1о,эо +

! U  u l 1о,ЭП +
*£|1о,эп <

+ M М£̂ |U£||о,ЭП |
+ ИЫ 1о,ЭП U  -  u£

< C(|l f i о + 1Ы о,эо + M£ -^£  1)1 U -  u jо + 
+ А/£ |U£ — u£ Іо.

Отсюда следует, что

о£

1 -  M ||U  -  U£||о < C(||f ||о + | |g |U  + M -  M), 
что эквивалентно

U £ -  u i2 < *l(||fA0 + 1Ы 10,ЭО+М£ - M£̂
Cгде K = ---- — . Далее, с учетом уже полученного

1 -M £ |
неравенства

IVu -  uj| )0 < C (|| f,|| о+ | Ы | ыо +
+ |M£ -  M£̂  |U£ -  u | |0 +

+ M£ ||U£ -  u£|0 ,
имеем:

U £ -  *4I2 < K2(|| fA 0 + 1Ы 10,ЭО+М£ - M£|)2.
Применяя теперь асимптотику (31) и (42), по

лучаем (43). Теорема доказана.
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Abstract—The Steklov type spectral problem for the Laplace operator and the corresponding boundary value 
problem in a bounded domain with a smooth boundary has been considered. It is assumed that the homoge
neous Dirichlet condition is set on a small part of the boundary, and the Steklov condition (or the corre
sponding Neumann condition) is imposed on the rest of the boundary. It is known that the Steklov problem 
perturbed on a small part of the boundary by the Dirichlet condition has a countable set of eigenvalues with
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finite multiplicity. Moreover, the limit problem is a problem for the Laplace operator with the Steklov condi
tion on the entire boundary. It is also known that the problem for the Laplace operator with the Steklov con
dition on the entire boundary has a countable set of eigenvalues with finite multiplicity. A two-term asymp
totic expressions have been constructed for the eigenvalues and the corresponding eigenfunctions of the orig
inal problem as the small parameter characterizing the size of the boundary part with the Dirichlet condition 
tends to zero. It has been shown that the asymptotic expression for the eigenvalue has the second term inverse
ly proportional to the logarithm of the small parameter. Moreover, the asymptotic expression is strictly justi
fied with the estimate of the rest term inversely proportional to the square of the logarithm of the small pa
rameter.

Keywords: spectrum, boundary value problems, asymptotic expressions, the Steklov problem
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