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В работе находятся первые интегралы для одного автономного обыкновенного дифференциального 
уравнения четвертого порядка, полученного как частный случай одного из высших аналогов урав­
нения Пенлеве. С помощью алгоритма С.В. Ковалевской рассматриваемое уравнение исследуется 
на наличие свойства Пенлеве. Показано, что с помощью теста Пенлеве нельзя установить условия, 
необходимые для отсутствия критических подвижных особых точек у общего решения. Подробно 
рассматриваются два частных случая исследуемого уравнения, с конкретными значениями входя­
щих в него параметров. Для нахождения первых интегралов полученных уравнений используется 
предположение об их линейной зависимости от старшей производной.
Показано, что одно из полученных уравнений третьего порядка также имеет первый интеграл ана­
логичного вида, а наличие у него свойства Пенлеве не может быть установлено используемыми в ра­
боте подходами. Найденный первый интеграл этого уравнения используется для приведения урав­
нения к уравнению второго порядка. Показано, что полученное уравнение не обладает первым ин­
тегралом вида, аналогичного случаям уравнения третьего и четвертого порядка.
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первые интегралы, свойство Пенлеве
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1. ВВЕДЕНИЕ
В работе рассматривается обыкновенное диф­

ференциальное уравнение четвертого порядка, 
полученное в [1], которое при условии а  = 0 ста­
новится автономным:

3 UxUxxx 7 Uxx 
2 u

+ 17 u u

27ux + ( • - ? ) u -  - 1  ( '  - ? ) *  +

+ 2v и -  2axu + ^  ^  = 0.
u 2u

( 1.1)

uxxxx

2. ТЕСТ НА НАЛИЧИЕ У УРАВНЕНИЯ (1.1) 
СВОЙСТВА ПЕНЛЕВЕ

Рассмотрим (1.1) с помощью алгоритма 
С.В. Ковалевской, усовершенствованного в рабо­
те М. Абловица, А. Рамани и Х. Сигура [2, 3]. Дан­
ный алгоритм представлен в ряде работ. Подроб­
нее с ним можно ознакомиться, например, в 
книге [4]. Порядок полюса уравнения (1.1) равен 
четырем, поэтому ищем решение в виде:

u(x) = £ a (x -  x0 ))-4. (2.1)
j=0

Полагая
Целью работы является нахождение первых 

интегралов данного уравнения в случае a  = 0. u(x) = a0(x -  x0) p + ar(x -  x0)r p , a0 = — , (2.2)
v

264

mailto:uesemenova@gmail.com
mailto:DISinelshchikov@mephi.ru
mailto:nakudr@gmail.com


ПЕРВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ОДНОГО ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 265

найдем значение r для индексов Фукса
Г = -3, г, = -1, r, = 6, Г4 = 8. (2.3)

Далее получаем значения для а}, где j  = 0, ..., 8:

а3 = 0 ,

/ Z АІ0 = — , а1 = 0, а2v
1 В2 _а

а4 = ттт—, а5350 v v

12 в
5 v ’

а7 = - 2  а в
75 v

(2.4)

где а6, а8 — произвольные коэффициенты. По­
скольку один из индексов Фукса имеет отрица­
тельное значение, нельзя определенно сказать, 
имеет ли общее решение уравнения критические 
подвижные особые точки.

3. ПЕРВЫЙ ИНТЕГРАЛ УРАВНЕНИЯ (3.1) 
Полагая в уравнении (1.1) а  = 0 и 5 = 0, полу-

чаем уравнение

Е (и, их, ихх, иххх, ихххх) их 3 ихиххх

7 ихх + 17 ихих
2 и 2 и2

27 их 
8 и3+ вих (3.1)

1 в и2 + 2vu2 = 0.
2 и х

Введем обозначение:
_Э_
дих

Dx = + их + ихх ——+ и "+ ихXXX -Ч ' ^хххх
K j t l  д-д- V  М дд-д-Эих

(3.2)

(3.3)

Эи Эи
Тогда

^ 4 = 0  = 0
Предположим, что /(и, их, ихх, иххх) имеет вид

I (и, их , ихх , иххх ) A(U, их, ихх )иххх + В(и,их,ихх). (3.4) 
Подставляя (3.4) в (3.1) и приводим подобные 

члены относительно иххх. В результате получим

А,„и1хх + I ихА  + иххАиг + Ви„ + I иххх +
2

+ ихВи + иххВи + 7 ̂  
х 2 и

(3.5)

17 и2ихх , 27 и4 1 в 2_С_ //2 + — и3 -В ихх + 4 - и2 - 2vu2. 
2 и2 8 и3 2 и х

Приравняем коэффициенты при степенях иххх 
к нулю, находим выражения для A(u, их, их ) и 
В(и, их, ихх):

A = ^ , В  = u2v + Сv + 4  х

х R 2 2 ,В ихи + 25и4Л

2и

7
ихх + ■

V

2и
2и2V (3.6)

Тогда первый интеграл уравнения (3.1) имеет 
вид

ихих ■ +

2и

2и

2и

7R 2 2 ,В ихи + 25и47

V
2 2

и^ + -
и

+ и v + С0 = 0,

и
(3.7)

где С0 — произвольная постоянная.
Далее положим в уравнении (1.1) а  = 0 и полу­

чим уравнение

и _ 3 ихихххихххх *'*
.7 u i  +17 UxUx 
2 и 2 и2

-  27 U3 + (В - U?) и . . - I g - U ^  + (3.8)

+ 2vu2 + ^ -  Ц  = 0.
и 2и

Действуя по аналогии со случаем нахождения 
первого интеграла для уравнения (3.1), получим 
первый интеграл для уравнения (3.8):

2иихх  + 2vu2 -  1 (-и2В + и2х + 2Ва) -
и

4и1ихх + X
2 3и и

и
г> 49их с 2 , s2—х -  5иха  + 5 
4 x

+ С  = 0,
(3.9)

где С1 — произвольная постоянная.

4. ТЕСТ НА НАЛИЧИЕ СВОЙСТВА ПЕНЛЕВЕ 
ДЛЯ ПЕРВОГО ИНТЕГРАЛА 

УРАВНЕНИЯ (3.1)
Полученное в предыдущем разделе уравнение

ихиххх + 1

1
2и

2и
R 2 2 ,В ихи +

25и4\

ихх + '
2и

2 2

+ и v + С у = 0,
(4.1)

которое является первым интегралом для 
уравнения (3.1), будем рассматривать в соот­
ветствии с алгоритмом С.В. Ковалевской, усо­
вершенствованном в работе М. Абловица, 
А. Рамани и Х. Сигура [2, 3]. Все действия вы­
полняются аналогично случаю, описанному в 
предыдущем разделе работы. Предполагаем, 
что и(х) выглядит как:

и(х) = а0х p + Ьх r p = 72 х 4 + Ьх r 4, (4.2)
v
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откуда найдем значение r для индексов Фукса

Г = -3, Г2 = -1, г, = 6 (4.3)

Далее проверим, действительно ли коэффици­
ент а6 будет независимым. Для этого найдем ко­
эффициенты aj, где j  = 0,...,7. Получаем следую­
щие значения для aj , где j  = 0,.. .,7:

_72 _ п 12 ва0 = > а1 = 0> а2 = "Т_ гv 5 v

а3 = 0, а4 = А -  в_
350 v

а3 = а
(4.4)

а7 = 0.

а6 — произвольный коэффициент.

А) = 2 2 ' uxu

2 и

4 .2
+

А1 =. 4
' 3 ’u

4v (' + С0
2 1Ux К u

4+2P 3+4
3 5 ’u u

,2С0и2
2 + 4+Pv

их
А4 =•

15и>+4PC0V+ в 2и2 + v c u +3 p+x
„ 2 2 3 0 4и uxu и и 2 и

+

+ 9 . u6 + 4Q + 16v2C02
1 £ 6 6 2 6 4 '16 и и ux и ux

(5.5)

где С2 — произвольная константа. Таким образом

3

5. ПЕРВЫЙ ИНТЕГРАЛ УРАВНЕНИЯ (3.8)

Далее найдем первый интеграл уравнения (3.8). 
На первом шаге приведем рассматриваемое урав­
нение к виду

Е1 = Uxxx + 1  в их + 9 и2 -2 8 и

1  + 
2 и

xx — 2uxuxx + и v + C0vu = 0  

Ux

(5.1)

Последующие шаги произведем аналогично. 
Пусть

12 = 1X(u, ux, Uxx) (5.2)

/ 9  = 2 2 uxu
4Uxx + (2в

3и
1 1 и2 4v, С л

-2  + 2  ̂ 4 -  ^  + иу и 2 и ux и
и  +

6
+ 16v -  4+2в -  3+4л

у и 5и
+ 4 + v ! +2Ux

+ + 4+pv -  4вС 0 +2Ux и 2uxu
+ P + . + v C0+

(5.6)

+ 3 P+4 + 9, +6 + C  + 16v2C02
3 о 4 i / ; 6 ^ 6 2 ^  64u 2 и 16 и и ux и ux

Для уравнения (3.9) аналогично может быть 
получен первый интеграл, являющийся полино­
мом четвертой степени от uxx. Однако, в данной 
работе он не приводится, так как имеет громозд­
кий вид.

— первый интеграл уравнения (5.1).

D h\E = +x/ 2u + Uxx/2ux + f(u , Ux, Uxx)/2+xx = 0. (5.3)

Предположим, что / 2(u, ux, uxx) имеет вид

/ 2(и, +x, +xx ) = A )(u, +x Uxx +
+ Д(+, Ux)UXx + A2U  Ux)UXx + (5.4)
+ A3(u, Ux)Uxx + A4U  Ux) = 0.

Подставим (5.4) в (5.3) и приведем подобные от­
носительно степеней uxx. В получившемся урав­
нении приравняем коэффициенты при uxx (где 
m = 0, ..., 4) к нулю, в результате чего получим 
систему дифференциальных уравнений, из кото­
рой найдем значения функций Ап, где п = 0, ..., 5

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе уравнение (1.1) исследовано на нали­

чие свойства Пенлеве с помощью алгоритма 
С.В. Ковалевской. Установлено, что с помощью 
данного метода нельзя определить, выполняется 
ли для уравнения (1.1) свойство Пенлеве. Для бо­
лее точного анализа наличия свойства требуется 
производить дополнительные исследования, ис­
пользуя алгоритм Конта—Форди—Пикеринга.

Также были найдены первые интегралы для 
частных случаев уравнения (1.1) в случаях а  = 0 
(3.9) и а  = 5 = 0 (3.7). Также для (3.7) был произ­
веден тест на наличие свойства Пенлеве и найден 
первый интеграл.
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A b s tra c t-F ir s t  integrals for one fou rth -o rder o rdinary  differential equation  th a t is a special case o f one o f the 
h igher analogues o f the  Painlevb equation  have been found. T he equation  has been studied for the  presence 
o f the  Painlevb p roperty  using the Kovalevskaya algorithm . I t has been show n th a t the  m ethod  used does n o t 
allow to accurately determ ining w hether the  general so lu tion  o f the  equation  has critical m oving singular 
po in ts or no t. Two particu lar cases o f the  equation  u nder study w ith  certain  values o f its param eters contained  
have been considered in  detail. To find  the  first integrals o f the  resulting equations, the ir linear dependence 
on the  highest derivative is assum ed. T he found  first integrals are used to reduce the  order o f the  equations 
u nder study. This equation  does n o t have any first integral o f a sim ilar form . T he found  first integral o f this 
equation  is used to reduce the equation  to a second order equation. I t has been show n th a t the  resulting equa­
tion  does n o t have a first integral o f the  form  sim ilar to the  cases o f the  th ird  and fourth  order equations.

Keywords: non linear differential equation , h igher analog o f the  Painlevb equation , first integrals, Painlevb 
property

D O I: 10.1134/S2304487X1903012X

R E F E R E N C E S

1. Kydryashov N .A ., F o u rth -o rd er analogies to  the  Pain- 
levb equations. J. Phys. A: Math. and Theor., 2002, 
vol. 35, pp. 4617-4632.
doi: 10.1088/0305-4470/35/21/310 2

2. Ablowitz M .J., R am ani A ., Segur H ., A  connection  b e ­
tw een non linear evolution equations and ordinary  dif-

ferential equations o f P -type. J. Math. Phys., 1980, 
vol. 21, pp. 715-721, 1006-1015.

3. Ablowitz M .J., R am ani A ., Segur H ., differential equa­
tions of Painlevb type. Lett. al Nuovo Cim., 1978, 
vol. 23, pp. 333-338 .

4. Kydryashov N .A ., Methods of Nonlinear Mathematical 
Physics, D olgoprudny: Intellekt, 2010, 364 p. (in R us­
sian).

ВЕСТНИК НАЦИОНАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ЯДЕРНОГО УНИВЕРСИТЕТА “МИФИ” том 8 № 3 2019

mailto:uesemenova@gmail.com
mailto:DISinelshchikov@mephi.ru
mailto:nakudr@gmail.com

