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ВВЕДЕНИЕ. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  

УРАВНЕНИЯ И МОДЕЛИ  
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

 
Уравнения в частных производных с запаз-

дыванием применяются в математическом мо-
делировании процессов, проявляющих свойства 
наследственности, когда скорость изменения 
искомой величины зависит не только от ее те-
кущих значений, но и от некоторых значений в 
прошлом. В такие уравнения помимо искомой 
функции u(t) входит функция w = u (t – τ), где 
t – время, τ > 0 – время запаздывания. Простей-
шие обыкновенные дифференциальные уравне-
ния (ОДУ) с постоянным запаздыванием имеют 
вид 

 

u(t) = F (u, w),   w = u(t − τ ),           (1) 
 

где F – некоторая функция. 
 Теоретические аспекты ОДУ с постоянным 

запаздыванием достаточно хорошо изучены [1–
3], а их практическое применение весьма об-
ширно и имеет место в теории популяций [4–
10], медицине [11–16], эпидемиологии [17–19], 
экономике [20–22], теории искусственных 
нейронных сетей [26–29] и др. 

Однако протекающие процессы часто явля-
ются пространственно неоднородными и моде-

лируются более сложными реакционно-
диффузионными уравнениями с постоянным 
запаздыванием (см., например, [30, 31]): 

 

ut = auxx + F (u, w),   w = u (x, t − τ),        (2) 
 

где u = u (x, t); a > 0 – коэффициент диффузии; 
F – кинетическая функция.   

Специальный случай F (u, w) = f (w) в (2) до-
пускает простую физическую интерпретацию: 
процесс переноса субстанции в локально-
неравновесной среде обладает инерционными 
свойствами, т.е. система реагирует на воздей-
ствие не мгновенно, как в классическом ло-
кально-равновесном случае, а на время запаз-
дывания τ позже.  

 В большинстве случаев модели, описывае-
мые реакционно-диффузионными уравнениями 
с запаздыванием вида (2), получаются путем 
формального добавления диффузионного слага-
емого auxx в правую часть ОДУ с запаздывани-
ем (1). Таким образом моделируются случайные 
блуждания в пространстве рассматриваемых 
объектов (субъектов), причем движение каждо-
го объекта (субъекта) обусловлено диффузией 
Фика, когда поток пропорционален градиенту 
концентрации, а константа пропорциональности 
является отрицательной. Например, в моделях 
динамики популяций явление, подобное диффу-
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зии, возникает из-за тенденции любого биоло-
гического вида мигрировать в регионы с более 
низкой плотностью популяции [33]. Для упро-
щения обычно предполагается, что питание по-
ставляется непрерывно и однородно во времени 
и пространстве. Таким образом, в регионах с 
высокой плотностью популяции питание станет 
дефицитным, и особи будут стремиться мигри-
ровать в регионы с более низкой плотностью, 
чтобы иметь более высокие шансы выжить. В 
[34–36] процесс диффузии обсуждается с эко-
логической точки зрения.  

Замечание 1. Формальное введение диффу-
зионного слагаемого в правую часть ОДУ с за-
паздыванием может привести к некоторым 
сложностям. Дело в том, что, хотя диффузия и 
временное запаздывание связаны соответствен-
но с пространством и временем, они не являют-
ся независимыми друг от друга, поскольку рас-
сматриваемые особи, клетки, нейроны, молеку-
лы и т.п. не находятся в одних и тех же точках 
пространства в предыдущие моменты времени. 
Возможные способы устранения указанной 
проблемы путем введения распределенного (не-
локального) запаздывания обсуждаются в [37]. 

Реакционно-диффузионные уравнения с за-
паздыванием вида (2) и родственные более 
сложные уравнения и системы таких уравнений 
возникают в различных приложениях, таких как 
теория популяций [38–42], биомедицина [43–
48], эпидемиология [49–51], химия [32, 52, 53], 
математическая теория искусственных нейрон-
ных сетей [54–56] и др. (см. обзоры в химии [30, 
31, 57]). Такие уравнения по сложности анализа 
и изучения сопоставимы с системами нелиней-
ных уравнений в частных производных без за-
паздывания. Тем не менее, в последнее время с 
помощью метода функциональных связей [58, 
59] было построено большое количество точ-
ных решений с обобщенным и функциональ-
ным разделением переменных для нелинейных 
уравнений в частных производных с запаздыва-
нием, содержащих произвольные функции [58–
63]. Некоторые точные решения были получены 
методами группового анализа [64] и путем ис-
пользования решений более простых уравнений 
[65]. Решения типа бегущей волны u = u (z), где 
z = kx + t, рассматривались, например, в [66]. 
Отметим, что нелинейные реакционно-диффу-
зионные уравнения с запаздыванием не допус-
кают автомодельных решений вида u = t  (xt), 
которые часто имеют реакционно-диффузион-
ные уравнения без запаздывания. 

 

ЛИНЕЙНЫЕ РЕАКЦИОННО-
ДИФФУЗИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ  

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ.  
ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ ПРОСТЕЙШЕГО ВИДА 

 
В данной статье рассматриваются линейные 

реакционно-диффузионные уравнения с посто-
янным запаздыванием 

 

ut = a1uxx + a2wxx + c1u + c2w + f (x, t), 
 

w = u (x, t − τ),                         (3) 
 

 где a1 ≥ 0, a2 ≥ 0, a1 + a2 > 0, τ > 0, f (x, t) – не-
которая заданная функция. 

Однородные уравнения вида (3) при f (x, t) ≡ 
≡ 0 допускают точные решения, которые выра-
жаются в элементарных функциях и описаны 
ниже.  

1. Решения с мультипликативным разделе-
нием переменных: 

 

u = [A cos (kx) + B sin (kx)]e−λt,    
 

1 2 1 2( ) / ( )k c c e a a e       
 

при                          λ + c1 + c2eλτ > 0;                 (4) 
 

u = [A exp (kx) + B exp (–kx)]e−λt,   
 

1 2 1 2( ) / ( )k c c e a a e        
 

при                     λ + c1 + c2eλτ < 0,                         
 

где А, В,  – произвольные постоянные. Заме-
тим, что эти решения являются частными слу-
чаями более сложных решений вида u = 
= (x) (t). 

Решение (4) является периодическим по про-
странственной переменной х и затухает при     
t → ∞ (если λ > 0). 

2. Точные решения, периодические по вре-
мени t: 

 

u = e− γx [A cos (ωt − βx) + B sin (ωt − βx)], 
 

где A, B, ω – произвольные постоянные, а кон-
станты β и γ можно выразить через ω и пара-
метры исходного уравнения путем решения ал-
гебраической системы уравнений 
 

[a1 + a2 cos (ωτ)] (γ2 − β2) +  
 

+ 2a2 sin (ωτ) βγ + c1 + c2 cos (ωτ) = 0, 
 

a2 sin (ωτ) (γ2 − β2) –  
 

– 2[a1 + a2 cos (ωτ)] βγ + ω + c2 sin (ωτ) = 0. 
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 Исключив γ (или β) из этой системы, можно 
получить биквадратное уравнение для β (или γ). 

3. При некоторых ограничениях на парамет-
ры исходного уравнения существуют решения, 
которые являются периодическими по обеим 
независимым переменным x и t, вида  
 

u = [A1 cos (γx) + B1 sin (γx)]  
 

 [A2 cos (ωt) + B2 sin (ωt)], 
 

где A1, A2, B1, B2 – произвольные постоянные, а 
константы γ и ω определяются из трансцен-
дентной системы уравнений 
 

c1 + c2 cos (ωτ) = [a1 + a2 cos (ωτ)] γ2, 
 

ω + c2 sin (ωτ) = a2 sin (ωτ) γ2. 
 

4. Имеются решения полиномного вида по 
пространственной переменной х (содержащие 
соответственно четные и нечетные степени): 

2

0
( )

n
k

k
k

u A t x


   и   2 1

0
( ) .

n
k

k
k

u B t x 



  

 
ЛИНЕЙНЫЕ НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫЕ  

ЗАДАЧИ РЕАКЦИОННО-ДИФФУЗИОННОГО 
ТИПА С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

 
Предварительные замечания. Многие 

свойства линейных уравнений в частных произ-
водных с запаздыванием аналогичны свойствам 
более простых уравнений в частных производ-
ных без запаздывания. Граничные условия в 
начально-краевых задачах для уравнений в 
частных производных с запаздыванием форму-
лируются точно так же, как и для уравнений в 
частных производных без запаздывания. 

Начальные условия (начальные данные) для 
уравнений с частными производными в задачах 
с постоянным запаздыванием  > 0, задаются на 
целом интервале t0 − τ ≤ t ≤ t0 (а не в точке t = t0, 
как в задачах без запаздывания). При этом 
ищется решение, непрерывное в точке t = t0, 
иногда встречается t0 = τ. 

Для решения линейных задач, описываемых 
уравнениями в частных производных с запаз-
дыванием, можно использовать метод разделе-
ния переменных и методы интегральных преоб-
разований (таким же образом, как это делается 
для линейных уравнений в частных производ-
ных без запаздывания [67, 68]).  

 Формулировки начально-краевых задач. 
Рассмотрим одномерное линейное реакционно-
диффузионное уравнение с постоянными коэф-
фициентами и запаздыванием (3), определенное 

в области Ω = {0 < x < h, t > 0}. Для краткости, 
далее будем обозначать это уравнение так:  

 

 L [u, w] = f (x, t),    t > 0,                (5) 
 

где   L [u, w] ≡ ut – a1uxx – a2wxx – c1u – c2w   и  
w = u (x, t – τ). 

Дополним уравнение (5) линейными неодно-
родными граничными условиями, которые, не 
конкретизируя, будем записывать в кратком 
виде: 

Г1[u] = g1(t)  при  x = 0,  t > − τ, 
(6) 

Г2[u] = g2(t)  при  x = h,  t > − τ, 
 

и общим начальным условием  
 

u =  (x, t)  при  0 < x < h, − τ ≤ t ≤ 0.  (7) 
 

Будем считать, что входящие в граничные 
условия (6) линейные операторы Г1,2[u] не зави-
сят явно от времени t. Наиболее распространен-
ные граничные условия приведены в третьем 
столбце табл. 1.  

Будем считать, что функции f и , входящие 
в уравнение (3) и начальное условие (7), непре-
рывны, а функции g1 и g2, стоящие в граничных 
условиях (6), непрерывно дифференцируемы по 
t. Кроме того, будем предполагать, что гранич-
ные и начальные условия (6) и (7) совместны, 
т.е. выполняются соотношения 

 

Γ1 [] = g1(t)  при  x = 0, t > − τ; 
 

Γ2 [] = g2(t)  при  x = h, t > − τ. 
 

В [69–73] для решения одномерных задач, 
описываемых реакционно-диффузионным урав-
нением с постоянным запаздыванием типа (3) и 
родственными уравнениями, использовался ме-
тод разделения переменных. 

Представление решений начально-крае-
вых задач в виде суммы решений более про-
стых задач. Следуя [71,72], решение задачи 
(5)–(7) ищем в виде суммы 

 

u = u0 (x, t) + u1 (x, t) + u2 (x, t),             (8) 
 

где                          u0 = u0 (x, t)                           (9) 
 

является любой дважды непрерывно дифферен-
цируемой функцией, удовлетворяющей гранич-
ным условиям (6), т.е. 
 

Γ1 [u0] = g1(t)  при  x = 0, 
(10) 

Γ2[u0] = g2(t)  при  x = h. 
 

 Определение функции u0 не связано с реше-
нием дифференциальных уравнений. Эту функ-
цию можно искать методом неопределенных 
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коэффициентов, например, в виде квадратично-
го по х многочлена: u0 = α0 (t) + α1 (t) x + α2 (t) x2 
(в большинстве случаев можно положить 
α2 ≡ 0). Функциональные коэффициенты αk (t) 
определяются путем подстановки этого много-
члена в граничные условия (10). 

 В табл. 1 приведены простейшие функции 
u0 = u0 (x, t), которые удовлетворяют наиболее 
распространенным неоднородным граничным 
условиям в начально-краевых задачах для реак-
ционно-диффузионных уравнений с одной про-
странственной переменной. В граничных усло-
виях третьего рода считается, что k1 > 0 и 
k2 > 0. 

 Две функции u1 = u1 (x, t) и u2 = u2 (x, t), так-
же входящие в (8), определяются путем реше-
ния описанных ниже более простых начально-

краевых задач с однородными (нулевыми) гра-
ничными условиями. 

 Задача 1. Функция u1 удовлетворяет линей-
ному однородному УрЧП с постоянным запаз-
дыванием 

 

L[u1, w1] = 0,    w1 = u1 (x, t − τ),       (11) 
 

однородным граничным условиям 
 

Γ1[u1] = 0  при  x = 0, t > − τ ; 
 

Γ2[u1] = 0  при  x = h, t > − τ,          (12) 
 

и неоднородному начальному условию  
 

u1 = Φ(x, t)  при  0 < x < h, − τ ≤ t ≤ 0,    (13) 
 

где 
Φ (x, t) = (x, t) – u0 (x, t).              (14) 

 (14) 
 

Таблица 1. Простейшие функции u0 = u0(x, t), которые удовлетворяют наиболее распространенным  
неоднородным граничным условиям на концах отрезка 0 ≤ x ≤ h 

 

№ Начально-краевая  
задача  Граничные условия   Функция u0 = u0 (x, t), удовлетворяющая  

граничным условиям  
 
1 Первая  

u = g1(t)  при  x = 0, 
u = g2(t)  при  x = h  0 1 2 1( ) ( ) ( )xu g t g t g t

h
    

 
2 Вторая  

ux = g1(t)  при  x = 0, 
ux = g2(t)  при  x = h  

2

0 1 2 1( ) ( ) ( )
2
xu xg t g t g t
h

    

 
3 Третья 

ux− k1u = g1(t) при x = 0, 
ux+ k2u = g2(t) при x = h 

2 2 1 1 2
0

2 1 1 2

( 1 ) ( ) (1 ) ( )k x k h g t k x g tu
k k k k h

   


 
 

 
4 Смешанная  u = g1(t)  при  x = 0, 

ux = g2(t) при  x = h u0 = g1(t) + xg2(t) 

 
5  Смешанная  ux = g1(t)  при  x = 0, 

u = g2(t)  при  x = h u0 = (x – h)g1(t) + g2(t) 

 
Задача 2. Функция u2 удовлетворяет линей-

ному однородному УрЧП с постоянным запаз-
дыванием  

 

L[u2, w2] = F (x, t),    w2 = u2 (x, t – τ),     (15) 
где 
 

F (x, t) = f (x, t) – L[u0, w0],  w0 = u0 (x, t – τ),  (16) 
 

и нулевым граничным и начальному условиям 
 

Γ1[u2] = 0  при  x = 0,  t > − τ;  
 Γ2[u2] = 0  при  x = h,  t > − τ ;       (17) 

 

u2 = 0  при  0 < x < h, − τ ≤ t ≤ 0.       (18) 
 

Решение задачи 1. Рассмотрим линейное 
однородное УрЧП с запаздыванием (11) с гра-
ничными и начальными условиями (12) и (13). 
Сначала ищем частные решения уравнения (11) 

в виде произведения функций разных аргумен-
тов 

u1p = X (x) T (t).                         (19) 
 

Подставив (19) в (11), после элементарных 
преобразований получим 

 

X(x)[T′ (t) – c1T (t) – c2T (t – τ)] = 
(20) 

= X′′ (x)[a1T (t) + a2T (t − τ)]. 
 

Разделяя в этом уравнении переменные, 
приходим к линейному ОДУ второго порядка и 
ОДУ первого порядка с постоянным запаздыва-
нием: 

X′′ (x) = −λ2X (x),                   (21) 
 

T′ (t) = (c1 − a1λ2)T (t) + (c2 − a2λ2)T (t − τ).  (22) 
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Требуя, чтобы функция u1p = X(x)T(t) удовле-
творяла однородным граничным условиям (12), 
приходим к однородным граничным условиям 
для функции Х: 

 
Γ1 [X] = 0  при  x = 0, Γ2 [X] = 0  при  x = h.   (23) 

 
Нетривиальные решения X = Xn(x) линейной 

однородной задачи на собственные значения 
(21), (23) существуют только для дискретного 
множества значений параметра λ: 

 
λ = λn,   X = Xn (x),   n = 1, 2, ... .       (24) 

 
 Важно отметить, что собственные функции 

Xn (x) и Xm (x) ортогональны в том смысле, что  
 

0

( ) ( ) 0 при .
h

n mX x X x dx n m          (25) 

 
 Собственные значения и собственные функ-

ции для однородных линейных краевых задач, 
описываемых ОДУ (21), для пяти наиболее рас-
пространенных граничных условий приведены 
в табл. 2. 

Подставив собственные значения λ = λn в 
(22), получим соответствующие ОДУ с запаз-
дыванием для функций T = Tn (t).  

Решение линейной начально-краевой задачи 
(11)–(14) ищем в виде ряда 

 

1
1

( , ) ( ) ( ),n n
n

u x t X x T t




              (26) 

 

где функции u1n (x, t) = Xn (x) Tn (t)–частные ре-
шения уравнения (11), удовлетворяющие одно-
родным граничным условиям (12). 

Чтобы найти начальные условия для ОДУ с 
запаздыванием (22) при λ = λn , представим 
начальное условие (13) в виде разложения по 
собственным функциям:  
 

1
( , ) ( ) ( ), 0 , 0.n n

n
x t t X x x h t





           (27) 

 

Умножая (27) на Xm (x) (m = 1, 2, 3, …), инте-
грируя по пространственной переменной х от 0 
до h и учитывая (25), имеем  

2
0

1Ф ( ) Ф( , ) ( ) , 0,
h

n n
n

t t Х d t
X

          (28)
 

 

где функция Ф (, t) определена формулой (14) 

и 2 2

0

( ) .
h

n nX Х d    

 
 

Таблица 2. Собственные функции в задачах на собственные значения, описываемые однородным ОДУ  
xxX  = – λ2Х с наиболее распространёнными однородными граничными условиями на концах отрезка 0 ≤ x ≤ h 

 

№ Начально-краевая 
задача Граничные условия Собственные значения и собственные функции 

Xn = Xn (x), n = 1, 2, ... 

 
1 Первая X = 0  при  x = 0, 

X = 0  при  x = h 
n = n/h; sinn

nxX
h
 

  
 

 

 
2 Вторая 

X′x = 0 при x = 0, 
X′x = 0 при x = h 

0 = 0, n = n/h; 

0 1, cosn
nxX X
h
 

   
 

 

 
 

3 
Третья 

X′x − k1X = 0  при  x = 0, 
X′x + k2X = 0  при  x = h 

n – корни трансцендентного уравнения 

1 2
2

1 2

tg( ) , ( 0);n
k kh

k k


  
  

1cos( ) sin( )n n n
n

kX x x   


 

 

 
4 Смешанная 

X = 0  при  x = 0, 
X′x = 0  при  x = h 

(2 1) ;
2n
n
h

 
   

(2 1)sin
2n
n xX

h
 

  

 
5 Смешанная 

X′x = 0  при  x = 0, 
X = 0  при  x = h 

(2 1) ;
2n
n
h

 
   (2 1)cos

2n
n xX

h
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Из соотношений (26) и (27) получим началь-
ные условия для ОДУ с запаздыванием (22) при 
λ = λn в виде  

 Tn (t) = Фn (t),   –   t  0,            (29) 
 

где функции Фn (t) задаются выражениями (28). 
 Введем обозначения  
 

αn = c1 − a1 λ2
n,    βn = c2 − a2 λ2

n, 
 

 σn = βn exp (– n).           (30) 
 

 Тогда, как показано в [72], решение задачи 
(22), (29) при λ = λn можно представить в виде 

 

 

( )

0
( )

( ) ехр ( , )Ф ( )

ехр ( ( ), )

Ф ( ) Ф ( ) .

n

n

t
n d n n n

t s
d n n

n n n

Т t е t

е t s

s s ds

 

 



     

      

 

      (31) 

 

Здесь expd (t, ) – экспонента с запаздыванием, 
которая определяется как 

 

  / 1

0

( 1)
ехр ( , ) ,

!

kt

d
k

t k
t

k

 



  
              (32)

 
 

где символ [A] обозначает целую часть числа А, 
а индекс d указывает на запаздывание (от англ. 
delay). 

 Подставив (31) в (26), находим решение за-
дачи (11)–(14): 

 

 

( )
1

1
0

( )

( , ) ( ) ехр ( , )

Ф ( ) ехр ( ( ), )

Ф ( ) Ф ( ) ,

n

n

t
n d n n

n

t s
n d n n

n n n

и х t Х х е t

е t s

s s ds


 



 




    



         


   





   (33)
 

где  

 02
0

2 2

0

1Ф ( ) ( , ) ( , ) ( ) ,

( ) .

h

n n
n

h

n n

t t и t Х d
X

X X d

      

  





   (34) 

 

Для любой из пяти основных начально-
краевых задач, граничные условия которых 
приведены в табл. 1, в формулы (33)–(34) сле-
дует подставить соответствующие собственные 
значения n и собственные функции Хn (x), 
представленные в табл. 2. 

Решение задачи 2. Рассмотрим теперь ли-
нейное неоднородное УрЧП с запаздыванием 
(15)–(16) с однородными граничными и началь-
ным условиями (17) и (18). 

Сначала разложим неоднородную составля-
ющую уравнения (15) в ряд по собственным 
функциям (24): 

1

2
0

( , ) ( ) ( ),

1( ) ( , ) ( ) ,

n n
n

h

n n
n

F х t F t Х х

F t F t Х d
X







   





        (35) 

 

где функция F(x, t) определяется формулой (16), 

а 2 2

0

( ) .
h

n nX Х d    

Решение задачи (15)–(18) ищем в виде ряда  
 

2
1

( , ) ( ) ( ),n n
n

u х t U t Х х




              (36) 

который удовлетворяет однородным граничным 
условиям (17). Подставив (36) в (15) и учитывая 
(35), получим линейные неоднородные ОДУ с 
запаздыванием для функций Un (t): 

 

U′n (t) = (c1 − a1λ2
n) Un (t) + 

 

+ (c2 − a2λ2
n)

 
Un (t – ) + Fn (t),           (37) 

 

где функции Fn (t) находятся с помощью второй 
формулы в (35). Для завершения формулировки 
задачи уравнения (37) дополним однородными 
начальными условиями 
 

Un (t) = 0,  –   t  0,                (38) 
 

которые следуют из (18) и (36). 
Решение задачи (37)–(38) в области t  0 

можно представить в виде интеграла [72]: 
 

( )

0

( ) ехр ( ( ), ) ( ) ,

,

n

n

t
t s

n d n n n

n n

U t е t s F s ds

е

 

 

    

  

  (39)
 

где параметры n и n определены в (30). Под-
ставив (39) в (36), находим решение задачи 
(15)–(18): 

( )
2

1 0

( , ) ехр ( ( ), )

( ) ( ).

n

t
t s

d n n
n

n n

и х t е t s

F s ds Х х


 




     




 



 
   (40)
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Решение начально-краевой задачи (5)–(7) с 
любыми граничными условиями, представлен-
ными в табл. 1, можно получить, подставив 
функции (9), (33) и (40) в (8) и взяв функцию 
u0 = u0 (x, t) из табл. 1, а соответствующие соб-
ственные значения n и собственные функции 
Хn (х) из табл. 2. 

Замечание 2. Можно показать, что при 
a1 > a2   0  и  c1 = c2= 0  все  решения  однород-
ного реакционно-диффузионного уравнения с 
постоянным запаздыванием (3) (при f  0), удо-
влетворяющие однородным граничным услови-
ям первого рода, стремятся к тривиальному ре-
шению при t  . При a2  > a1  0 тривиальное 
решение этой же начально-краевой задачи бу-
дет неустойчивым.  

Замечание 3. В [57] рассматривались линей-
ные начально-краевые задачи реакционно-
диффузионного типа с запаздыванием с не-
сколькими пространственными переменными. 
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