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Рассматривается обобщенное уравнение Чави–Вадди–Колокольникова, которое описывает нелинейные 
физические и биологические процессы, в частности движение бактерий при воздействии раздражителей. 
Численное исследование модели проводится с использованием псевдоспектрального метода. Для тестирова-
ния программы применяются точные решения обобщенного уравнения Чави–Вадди–Колокольникова. Для 
численного моделирования используются начальные условия в виде периодических и уединенных волн, а 
также в виде белого шума. Приводятся графики результатов численного моделирования. Показано, что при 
различных значениях параметров модели происходит формирование периодических структур. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Важной задачей является нахождение усло-
вий формирования устойчивых периодических 
структур, описываемых эволюционными нели-
нейными дифференциальными уравнениями в 
частных производных. В данной работе при по-
мощи методов численного моделирования ис-
следуется задача для неинтегрируемого нели-
нейного дифференциального уравнения четвер-
того порядка, которое используется для описа-
ния процессов образования структуры в физи-
ческих и биологических системах, например 
при моделировании движения колоний бакте-
рий. Бактерии могут перемещаться под воздей-
ствием других бактерий или внешних раздра-
жителей. Внешний раздражитель может быть, 
например, химический (хемотаксис [6, 7]) или 
световой (фототаксис [1, 13, 14]). Такое поведе-
ние бактерий можно описать с помощью диф-
ференциальных уравнений [2, 6, 7, 11]. В работе 
[2] было предложено уравнение для описания 
концентрации бактерий, движение которых за-
висит от радиуса чувствительности. Это урав-
нение имеет вид 
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где ( , )u x t  – функция, описывающая концен-
трацию бактерий; x и t – независимые перемен-
ные;  – параметр математической модели. 
Уравнение (1) называется уравнением Чави–
Вадди–Колокольникова и является непрерыв-
ным расширением дискретной модели [5]. В 
работах [11, 12] проведено аналитическое ис-
следование уравнения (1). В данной работе учи-
тывается дисперсия и рассматривается обоб-
щенное уравнение Чави–Вадди–Колокольни-
кова [10] 
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где ( , )u x t  – функция, описывающая концен-
трацию бактерий; x и t – независимые перемен-
ные;  и  – параметры математической моде-
ли. Уравнение (2) не проходит тест Пенлеве и 
задача Коши для этого уравнения не может 
быть решена методом обратной задачи рассея-
ния. Целью данной работы является численное 
исследование процесса формирования структур, 
описываемых уравнением (2). 
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ПСЕВДОСПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД 
ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

 
Рассматривается смешанная краевая задача 

следующего вида: 
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где L – линейный оператор; N – нелинейный 
оператор; 0 ( )u x  – начальное условие; l –период. 
Для уравнения (2) имеется 
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Для численного решения задачи (3) использует-
ся псевдоспектральный метод [3, 4, 15]. Приме-
няется преобразование Фурье к задаче (3) и по-
лучается следующая задача Коши 
 

tv  ℒ ( )u 𝒩 0( ), ( , 0) ( ),u v k v k           (5) 
 

где 0, ,v v  ℒ и 𝒩 – преобразования Фурье 

0, ;u u  L и N соответственно. Задачу Коши (5) 
можно решить с помощью метода Рунге-Кутты 
четвертого порядка с интегрирующим множи-
телем [15]. Используя замену переменных 
 

U  ve−ℒ𝑡,                        (6) 
 

где 𝑒−ℒ𝑡 – интегрирующий множитель, получа-
ем после замены переменной (6) задачу 
 

tU  e −ℒ𝑡𝒩 (U e ℒ𝑡),    0( , 0) ( ).U k v k       (7) 
 

Интегрирующий множитель позволяет выби-
рать более крупный шаг по времени при сохра-
нении такой же точности вычислений. Для ве-
рификации численного алгоритма в качестве 
начального условия выбирается точное решение 
[10] 
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где C и 0x  – произвольные константы; k, m, p,  
зависят от  и  [10]. Точное решение (8) 
найдено в работе [10] с помощью метода про-
стейших уравнений [8] с использованием диф-
ференциального уравнения для логистической 
функции [9] и линейного дифференциального 
уравнения первого порядка. Также при  = 0 в 
качестве начального условия выбирается точное 
решение для стационарного случая уравнения 
(1) 

2
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Чтобы избежать деления на нуль в численном 
решении, к начальным условиям вида (8) и (9) 
добавляется значение  =10–6. В качестве по-
грешности численного решения выбирается 
 

max ,i i
num exact

i
u u u               (10) 

 

где i
numu  – численное решение в узле простран-

ственной сетки i, а i
exactu  – аналитическое ре-

шение в узле пространственной сетки i. Зависи-
мость погрешности численного решения от 
времени для уравнения (2) приводится на рис. 1. 
Из рисунка видно, что погрешность вычислений 
не превышает 5  10–5. На рис. 2 показан график 
погрешности численного решения от времени 
при  = 1.5,  = 0. Установлено, что численное 
решение соответствует точному решению (8), а 
погрешность при расчетах до времени t = 100 не 
превышает  9.0  10–6. 
 

 
Рис. 1. График погрешности вычислений Δ𝑢  

от времени t при  = 1.5,  = 1 
 

При выполнении численных экспериментов 
осуществляется контроль за сохраняющейся 

величиной constudx



 . При выборе началь-

ного условия в виде точного решения (8) отно-
сительное изменение сохраняющейся величины 
не превышало 1.0  10–6  за время t  = 1000. По-
лученные результаты позволяют сделать вывод 
о корректной работе численного алгоритма. 
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Рис. 2. График погрешности вычислений Δ𝑢  

от времени 𝑡 при α = 1.5, σ = 0 
 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ 

 
Проведен ряд численных экспериментов с 

начальным условием в виде белого шума и раз-
личными значениями параметров уравнения (2), 
а также начальным условием в виде уединен-
ных и периодических волн.  

 

 
Рис. 3. График численного решения u(x, t) задачи 
(3)–(4) при  = 1.5,  = 2.5 и начальном условии в 
виде двух уединенных волн различной амплитуды 

Результаты численного моделирования зада-
чи (3)–(4) для обобщенной модели Чави–
Вадди–Колокольникова (2) показаны на рис. 3–
7. Из рис. 3 видно, что две уединенные волны 
после быстрого изменения формы двигаются с 
одинаковой скоростью и в дальнейшем форму 
не меняют. На рис. 4 видно, что исходное со-
стояние в виде белого шума со временем 
трансформируется в несколько одиночных 
структур.  

 

 
Рис. 4. График численного решения u (x, t) задачи 

(3)–(4) при  = 2,  = 1 и начальном условии  
в виде белого шума 

 
Структуры, расположенные близко друг к 

другу, со временем сливаются, образуя струк-
туру большей амплитуды. Этот результат со-
гласуется с результатами, полученными в рабо-
те [2]. На рис. 5 также представлено численное 
решение задачи (3)–(4) с начальным условием в 
виде белого шума, но при других параметрах 
математической модели. Из рис. 5 видно, что до 
момента времени t = 1250 скорость движения 
структур не является постоянной. 

На рис. 6 наблюдается процесс перехода от 
начального условия вида u (x, 0) = 2sin2 (x) к 
устойчивым периодическим волнам через не-
сколько промежуточных этапов, которые для 
наглядности изображены на рис. 7. Процесс пе-
рехода к устойчивым периодическим структу-
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рам заметен на рис. 6, начиная с момента вре-
мени t = 250. 

 

 
Рис. 5. График численного решения u (x, t) задачи 

(3)–(4) при  = 2,  = 4 и начальном условии  
в виде белого шума 

  
Рис. 6. График численного решения u (x, t) задачи 

(3)–(4) при  = 2,  = 1.5 и начальном условии  
вида u (x, 0) = 2sin2 (x) 

 
Рис. 7. Графики численного решения u (x, t) задачи 

(3)–(4) при  = 2,  = 1.5 и начальном условии  
в виде белого шума для различных  

моментов времени 
 
Таким образом, численное решение задачи 

(3)–(4) показывает, что различные начальные 
профили волн через некоторое время транс-
формируются в периодические структуры, дви-
жущиеся с постоянной скоростью. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
В данной работе исследована обобщенная 

модель Чави–Вадди–Колокольникова. Проведе-
но численное решение задачи, описываемой 
обобщенным уравнением Чави–Вадди–Коло-
кольникова с периодическими граничными 
условиями и различными начальными условия-
ми. Верификация программы проведена на точ-
ных решениях уравнения (2) и стационарного 
случая уравнения (1). Обнаружено, что для 
уравнения (2) белый шум и уединенные волны 
трансформируются в движущиеся периодиче-
ские структуры. 
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The generalized Chavy–Waddy–Kolokolnikov equation is considered, which describes nonlinear physical and 

biological processes, in particular, the movement of bacteria under the influence of stimuli. Numerical study of the 
model is carried out using the pseudospectral method. To test the program, exact solutions of the generalized 
Chavy–Waddy–Kolokolnikov equation are used. For numerical modeling, initial conditions are used in the form of 
periodic and solitary waves, as well as in the form of white noise. Graphs of the results of numerical simulation are 
presented. It is shown that at different values of the model parameters, periodic structures are formed. 
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