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Рассматривается модель нелинейной оптики, описываемая обобщенным уравнением Шрёдингера четвер-

того порядка с нелинейностями третьей, пятой, седьмой и девятой степеней. Изучается устойчивость точно-
го решения данной модели в виде монохроматической волны. Анализ устойчивости в первом приближении 
позволяет получить условие неустойчивости точного решения. Метод расщепления по физическим факто-
рам и метод Фурье используются для численного решения математической модели. Проводится анализ 
устойчивости решения численной модели в виде монохроматической волны, соответствующего точному 
решению аналитической модели. Получено условие неустойчивости в первом приближении решения чис-
ленной модели в виде монохроматической волны. Показано, что из условия неустойчивости в первом при-
ближении, полученного для точного решения в виде монохроматической волны, следует выполнение усло-
вия неустойчивости численного решения. Предложено условие на временной шаг численного решения, при 
выполнении которого условия неустойчивости в первом приближении для численного и аналитического 
решений эквивалентны. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 
Известно, что нелинейное уравнение Шрё-

дингера (НУШ) является базовой моделью для 
описания оптических импульсов в оптическом 
волокне [1]. Однако в настоящее время в нели-
нейной оптике предложен ряд обобщений 
НУШ, расширяющих базовую модель. Особый 
интерес для исследователей представляют ре-
шения обобщенных НУШ в виде уединенных 
волн – солитонов. 

Интерес к солитонным решениям обобщен-
ных НУШ обусловлен замечательными свой-
ствами солитонов базового нелинейного урав-
нения Шрёдингера: их движение в оптической 
среде происходит с постоянной скоростью, 
пропорциональной амплитуде солитона, и без 
искажения формы, а столкновение двух солито-
нов подобно упругому столкновению частиц. 
Эти свойства солитонов НУШ открывают воз-
можность их практического применения в во-

локонно-оптических системах передачи инфор-
мации [2, 3]. 

Исследование свойств солитонных решений 
обобщенных НУШ с учетом  процессов, прене-
брегаемых в базовой модели, является важной и 
актуальной задачей. Построение солитонных 
решений для обобщений НУШ – одно из основ-
ных направлений исследований в области нели-
нейной волоконной оптики [4–10], и большин-
ство работ ограничивается лишь этой задачей. 
Однако одним из основных свойств солитонов, 
на котором основывается их практическое ис-
пользование, является их устойчивость, что 
требует дополнительного исследования. 

Хотя анализ устойчивости точных решений 
для некоторых нелинейных моделей можно вы-
полнить аналитическими методами [11], для 
этой цели часто используются численные мето-
ды. Это связано с тем, что с увеличением слож-
ности моделей уменьшается область примене-
ния и эффективность аналитических методов. 
Так, одним из распространенных подходов к 
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исследованию устойчивости решений нелиней-
ных моделей является использование численно-
го моделирования [12–14]. Авторы указанных 
работ прогнозируют устойчивость точного ре-
шения на основе моделирования его поведения 
при возмущении его начального значения бе-
лым шумом. Однако этот подход имеет суще-
ственный недостаток: численная модель может 
сама служить источником неустойчивости чис-
ленных решений [15]. Таким образом, исследо-
вание устойчивости численной модели должно 
предшествовать проведению численных экспе-
риментов. 

Известно, что монохроматическая волна 
 

𝑞𝑐(𝑥, 𝑡) = 𝐴0 exp(𝑖(𝑘𝑥 − ω𝑡 − θ0)),         (1) 
где 

ω = 𝑏4𝐴0
8 + 𝑏3𝐴0

6 + 𝑏2𝐴0
4 + 𝑏1𝐴0

2 − 
 

−𝑎4𝑘4 − 𝑎3𝑘3 + 𝑎2𝑘2 + 𝑎1𝑘,            (2) 
 

является аналитическим решением задачи 
 

𝑖𝜕𝑡𝑞 + (𝑎4𝜕𝑥
4 + 𝑖𝑎3𝜕𝑥

3 + 𝑎2𝜕𝑥
2 + 𝑖𝑎1𝜕𝑥)𝑞 = 

 

= (𝑏1|𝑞|2 + 𝑏2|𝑞|4 + 𝑏3|𝑞|6 + 𝑏4|𝑞|8)𝑞, 
 

𝑞(𝑥, 0) = 𝑞0(𝑥), −∞ < 𝑥 < +∞, 0 < 𝑡,      (3) 
 

обобщающей модель, предложенную в [10] для 
описания распространения фемтосекундных 
импульсов в нелинейной оптической среде без 
потерь. В работе [10] были найдены точные ре-
шения и законы сохранения модели (3) при 
𝑎1 = 𝑎2 = 0, но не проведен анализ устойчиво-
сти ее решений. 

Целью данной работы является исследование 
устойчивости точного решения в виде моно-
хроматической волны (1) модели (3), а также 
соответствующего решения численной модели, 
полученной с помощью метода расщепления по 
физическим факторам с использованием метода 
Фурье для решения (3). 

 
ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ 

МОНОХРОМАТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ 
АНАЛИТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

 
Рассмотрим результат действия малого воз-

мущения ε(𝑥, 𝑡) на решение (1): 
 

𝑞̃𝑐 = 𝐴0 exp(𝑖(𝑘𝑥 − ω𝑡)) (1 + ε(𝑥, 𝑡)),      (4) 
 

где                             |ε|2 ≪ 1.                             (5) 

 

Так как 
 

|1 + ε|2𝑛 = (1 + ε)𝑛(1 + ε̅)𝑛 = 
 

= 1 + 𝑛(ε + ε̅) + 𝑂(|ε|2),  𝑛 = 1,  2, …, 
 

подстановка (4) в уравнение (3) с учетом (2) 
и (5) приводит к линеаризованному дифферен-
циальному уравнению 
 

𝑖𝜕𝑡ε + (𝑎̃4𝜕𝑥
4 + 𝑖𝑎̃3𝜕𝑥

3 + 𝑎̃2𝜕𝑥
2 + 𝑖𝑎̃1𝜕𝑥)ε = 

 

= 𝑏̃(ε − ε),                           (6) 
где 

𝑎̃4 = 𝑎4, 𝑎̃3 = 𝑘𝑎4 + 𝑎3, 
 

𝑎̃2 = −(6𝑘2𝑎4 + 3𝑘𝑎3 − 𝑎2), 
 

𝑎̃1 = −(4𝑘3𝑎4 + 3𝑘2𝑎3 − 2𝑘𝑎2 − 𝑎1), 
 

𝑏̃ = 4𝐴0
8𝑏4 + 3𝐴0

6𝑏3 + 2𝐴0
4𝑏2 + 𝐴0

2𝑏1.     (7) 
 

Пусть возмущение ε(𝑥, 𝑡) является периоди-
ческой функцией по 𝑥 с периодом 𝐿. Тогда 
ε(𝑥, 𝑡) можно представить в виде ряда Фурье: 
 

ε(𝑥, 𝑡) = ∑ ε̂𝑛(𝑡)+∞
𝑛=−∞ exp(𝑖μ𝑛𝑥),   μ𝑛 =

2π𝑛

𝐿
.   (8) 

 

Используя метод преобразования Фурье, 
из (6) получаем систему линейных дифферен-
циальных уравнений для ε̂𝑛(𝑡): 
 

𝑑

𝑑𝑡
[

ε̂𝑛

ε̂−𝑛

] = 𝐺𝑛 [
ε̂𝑛

ε̂−𝑛

] ,  𝑛 = −∞, … , +∞,     (9) 

где 

𝐺𝑛 = 𝑖 [
𝐺11

(𝑛)
𝐺12

(𝑛)

𝐺21
(𝑛)

𝐺22
(𝑛)

],                    (10) 

 

𝐺11
(𝑛)

= 𝑎̃4μ𝑛
4 + 𝑎̃3μ𝑛

3 − 𝑎̃2μ𝑛
2 − 𝑎̃1μ𝑛 − 𝑏̃, 

 

𝐺12
(𝑛)

= 𝑏̃, 𝐺21
(𝑛)

= −𝑏̃, 
 

𝐺22
(𝑛)

= −𝑎̃4μ𝑛
4 + 𝑎̃3μ𝑛

3 + 𝑎̃2μ𝑛
2 − 𝑎̃1μ𝑛 + 𝑏̃. 

  
Собственные значения λ1, λ2 матрицы (10) 

равны 
λ1,2 = 𝑖(μ𝑛

3 𝑎̃3 − μ𝑛𝑎̃1) ± 
 

± √(μ𝑛
4 𝑎̃4 − μ𝑛

2 𝑎̃2)(−μ𝑛
4 𝑎̃4 + μ𝑛

2 𝑎̃2 + 2𝑏̃).   (11) 
 

Полагая, что параметры уравнения (6) явля-
ются вещественными числами, из (7) и (11) по-
лучаем, что если выполнено неравенство 

 

0 < (𝑎̃4μ𝑛
4 − 𝑎̃2μ𝑛

2 )𝑏̃ < 2𝑏̃2,            (12) 
 

то ±𝑛-ная спектральная компонента возмуще-
ния (8) на начальных этапах будет расти экспо-
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ненциально, и решение (1) будет неустойчивым. 
В случае если (12) не выполняется, исследова-
ние устойчивости в первом приближении не 
позволяет сделать вывод об устойчивости ре-
шения (1). Таким образом, неравенство (12) 
представляет собой условие неустойчивости в 
первом приближении для решения (1) аналити-
ческой модели (3). 

В следующем разделе рассмотрим примене-
ние метода расщепления по физическим факто-
рам с использованием метода Фурье для чис-
ленного решения аналитической модели (3). 

 
ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ (3) 

 
Получим с помощью метода расщепления по 

физическим факторам с использованием метода 
Фурье (split-step Fourier method) [15] выражения 
для численного решения задачи (3). Использо-
вание метода Фурье предполагает, что задача 
имеет периодические граничные условия. Та-
ким образом, метод применим лишь для моде-
лирования периодических решений задачи (3). 
Однако его также можно использовать для мо-
делирования солитонных решений, если исход-
ную задачу (3) аппроксимировать задачей с пе-
риодическими граничными условиями с перио-
дом, существенно превышающим длину волны 
солитона. 

Рассмотрим задачу 
 

𝑞𝑡 = 𝑖ℒ𝑞 + 𝑖𝒩(|𝑞|2)𝑞, 
 

𝑞(𝑥, 0) = 𝑞0(𝑥),  −
𝐿

2
< 𝑥 <

𝐿

2
,  0 < 𝑡,      (13) 

 

𝑞(𝑥 + 𝐿, 𝑡) = 𝑞(𝑥, 𝑡),  − ∞ < 𝑥 < +∞,     (14) 
 

полученную из (3) добавлением условия (14) 
периодичности по 𝑥 решения 𝑞(𝑥, 𝑡), где 
 

ℒ = 𝑖𝑎1 ∂𝑥 + 𝑎2 ∂𝑥
2 + 𝑖𝑎3 ∂𝑥

3 + 𝑎4 ∂𝑥
4 ,      (15) 

 

𝒩(𝑞) = −(𝑏1𝑞 + 𝑏2𝑞2 + 𝑏3𝑞3 + 𝑏4𝑞4),  
 

– линейный и нелинейный операторы исходной 
задачи (3). 

В методе расщепления по физическим фак-
торам решение 𝑞(𝑥, 𝑡) задачи (13), (14) аппрок-
симируется функцией 𝑄(𝑥, 𝑡), вычисляемой по 
формуле [15] 
 

𝑄(𝑥, 𝑡 + τ) = exp(𝑖τℒ) × 
 

× exp(𝑖τ𝒩(|𝑄(𝑥, 𝑡)|2)) 𝑄(𝑥, 𝑡).       (16)  
 

Вычисление (16) выполняется в два шага пу-
тем введения решения на промежуточном 
шаге 𝑉(𝑥, 𝑡): 

 

𝑉(𝑥, 𝑡) = exp(𝑖τ𝒩(|𝑄(𝑥, 𝑡)|2)) 𝑄(𝑥, 𝑡),    (17) 
 
 

𝑄(𝑥, 𝑡 + τ) = exp(𝑖τℒ) 𝑉(𝑥, 𝑡).          (18) 
 

Для вычисления (18) воспользуемся числен-
ным приближением дифференциального опера-
тора (15). Для этого введем сеточную функцию 

 

𝑄𝑗
(𝑚)

= 𝑄(𝑥𝑗 ,  𝑚τ),  𝑗 = −
𝑁

2
, … ,

𝑁

2
, 

 

аппроксимирующую 𝑄(𝑥, 𝑚τ) на сетке с ша-
гом ℎ: 

𝑥𝑗 = 𝑗ℎ,  ℎ = 𝐿/𝑁,  𝑗 = −
𝑁

2
, … ,

𝑁

2
. 

 

Аналогично, 𝑉𝑗
(𝑚) – сеточная функция, аппрок-

симирующая 𝑉(𝑥, 𝑚τ).  
Если 𝑄(𝑥, 𝑡) – периодическая функция по  𝑥, 

то промежуточное решение 𝑉(𝑥, 𝑡) также пери-
одично, что следует из (17). Следовательно, 
возможно выполнить преобразование Фурье 
выражения (18). Ряды Фурье периодических 
функций 𝑉(𝑥, 𝑡) и 𝑄(𝑥, 𝑡 + τ) аппроксими-
руются дискретным преобразованием Фурье 
сеточных функций 𝑉𝑗

(𝑚) и 𝑄𝑗
(𝑚+1) [15]: 

 

𝑄̂𝑛
(𝑚+1)

= exp(𝑖τℒ̂𝑛) 𝑉̂𝑛
(𝑚)

, 
 

𝑛 = −
𝑁

2
, … ,

𝑁

2
− 1,                   (19) 

где 

𝐴̂𝑛 =
ℎ

𝐿
∑ 𝐴𝑗

𝑁/2−1

𝑗=−𝑁/2

exp(−𝑖μ𝑛𝑥𝑗), 

 

– дискретное преобразование Фурье, 
 

ℒ̂𝑛 = 𝑎4μ𝑛
4 + 𝑎3μ𝑛

3 − 𝑎2μ𝑛
2 − 𝑎1μ𝑛,  

где                          μ𝑛 =
2π𝑛

𝐿
.  

Наконец, из (17) и (19) имеем: 

𝑉𝑗
(𝑚)

= exp (𝑖𝜏𝒩 (|𝑄𝑗
(𝑚)

|
2

)) ⋅ 𝑄𝑗
(𝑚)

,    (20) 

𝑄𝑗
(𝑚+1)

= 

= ∑ 𝑉̂𝑛
(𝑚)

exp (𝑖(τℒ𝑛̂ + μ𝑛𝑥𝑗))

𝑁/2−1

𝑛=−𝑁/2

.      (21) 

 

Формулы (20) и (21) с начальным условием 
 

𝑄𝑗
(0)

= 𝑞0(𝑥𝑗),  𝑗 = −
𝑁

2
, … ,

𝑁

2
− 1,     (22) 

 

позволяют численно решить задачу (13), (14). 
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В следующем разделе исследуется устойчи-
вость в первом приближении решения числен-
ной модели (20), (21), (22) в виде монохромати-
ческой волны. 

 
ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ 

МОНОХРОМАТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ 
ЧИСЛЕННОЙ МОДЕЛИ 

 
Рассмотрим сеточную функцию 

 

𝑄𝑐𝑗
(𝑚) = 𝐴0 exp (𝑖(𝑘𝑥𝑗 − ω𝑚τ)), 

 

𝑗 = −
𝑁

2
, … ,

𝑁

2
− 1,                  (23) 

 

соответствующую решению (1) в виде моно-
хроматической волны при θ0 = 0.  

Решение (23) периодично с периодом  𝐿 =

 =  2π/ 𝑘. 
Исследуем устойчивость в первом прибли-

жении решения (23). Возмущенное реше-
ние (23) дано выражением 

 

𝑄𝑗
(𝑚)

= 𝑄𝑐𝑗
(𝑚) (1 + ε𝑗

(𝑚)
), 

 

𝑗 = −
𝑁

2
, … ,

𝑁

2
− 1,                   (24) 

 

где сеточная функция ε𝑗
(𝑚) – малое возмущение. 

Предположим, что ε𝑗
(𝑚) периодично с периодом 

𝐿, и |ε𝑗
(𝑚)

| ≪ 1. 
Согласно (20), имеем 
 

𝑉𝑗
(𝑚)

= exp (𝑖τ𝒩 (𝐴0
2 |1 + ε𝑗

(𝑚)
|

2
)) × 

 

× 𝑄𝑐𝑗
(𝑚) (1 + ε𝑗

(𝑚)
).                    (25) 

 

Используя разложение в ряд Тейлора и усло-
вие малости возмущения ε𝑗

(𝑚), получим 
 

𝑖𝒩 (𝐴0
2 |1 + ε𝑗

(𝑚)
|

2
) ≈ 

 

≈ 𝒩 (𝐴0
2 (1 + ε𝑗

(𝑚)
+ ε𝑗

(𝑚)
)) ≈ 

 

≈ 𝒩(𝐴0
2) + 𝐴0

2𝒩′(𝐴0
2) (ε𝑗

(𝑚)
+ ε𝑗

(𝑚)
) = 

 

= 𝒩(𝐴0
2) − 𝑏̃ (ε𝑗

(𝑚)
+ ε𝑗

(𝑚)
),            (26) 

 

где 𝒩′(𝑞) =
𝑑

𝑑𝑞
𝒩(𝑞), и 𝑏̃ определено в (7). 

Из (25) и (26) следует 
 

𝑉𝑗
(𝑚)

≈ 𝑄∗
𝑗
(𝑚)

(1 + 𝐸𝑗
(𝑚)

),            (27) 

где 
𝑄∗

𝑗
(𝑚)

= exp (𝑖τ𝒩(𝐴0
2)) ⋅ 𝑄𝑐𝑗

(𝑚), 
 

𝐸𝑗
(𝑚)

= (1 − 𝑖τ𝑏̃)ε𝑗
(𝑚)

− 𝑖τ𝑏̃ε𝑗
(𝑚)

.        (28) 
 
Применив ДПФ к (28), получим 
 

𝑄∗̂
𝑛

(𝑚)
= {

0, 𝑛 ≠ 1,

𝐴0 exp (𝑖τ(𝒩(𝐴0
2) − ω𝑚)) 𝑛 = 1,

 

𝐸̂𝑛
(𝑚)

= (1 − 𝑖τ𝑏̃)ε̂𝑛
(𝑚)

− 𝑖τ𝑏̃ε̂−𝑛

(𝑚)
, 

 

откуда для спектральных компонент (27) сле-
дует 

𝑉̂𝑛
(𝑚)

=
1

𝑁
{

𝑄∗̂
1

(𝑚)
𝐸̂[𝑛−1]

(𝑚)
, 𝑛 ≠ 1,

𝑄∗̂
1

(𝑚)
(𝑁 + 𝐸̂0

(𝑚)
) , 𝑛 = 1.

    (29) 

где 

[𝑛 − 1] = {
𝑛 − 1 𝑛 > −𝑁/2,

𝑁/2 − 1, 𝑛 = −𝑁/2.
 

 

Согласно (21) и (29), значение сеточной 
функции (24) на следующем временном слое 
равно 

𝑄̂1
(𝑚+1)

=
1

𝑁
𝑄𝑐̂1

(𝑚+1)
(𝑁 + 𝐸̂0

(𝑚)
),      (30) 

 

𝑄̂𝑛
(𝑚+1)

=
1

𝑁
exp (𝑖τ(ℒ̂𝑛 − ℒ̂1)) 𝑄𝑐̂1

(𝑚+1)
𝐸̂[𝑛−1]

(𝑚)
, 

𝑛 ≠ 1, 
 

поскольку 𝑄∗̂
1

(𝑚)
exp(𝑖τℒ̂1) = 𝑄𝑐̂1

(𝑚+1)
, что сле-

дует из (2) и (23). 
С другой стороны, применив ДПФ к (24), 

имеем 
𝑄̂1

(𝑚+1)
=

1

𝑁
𝑄𝑐̂1

(𝑚+1)
ε̂[𝑛−1]

(𝑚+1)
,             (31) 

 
𝑄̂𝑛

(𝑚+1)
= 𝑄𝑐̂1

(𝑚+1)
(𝑁 + ε̂0

(𝑚+1)
) ,   𝑛 ≠ 1, 

 

Сравнение (30) и (31) дает выражение для 
вычисления спектральных компонент возмуще-
ния ε(𝑚) на следующем временном слое в пер-
вом приближении: 
 

[
ε̂𝑛

(𝑚+1)

ε̂−𝑛

(𝑚+1)] = 𝐻𝑛 [
ε̂𝑛

(𝑚)

ε̂−𝑛

(𝑚)] ,   𝑛 = −∞, … , +∞,   (32) 

 
где 

𝐻𝑛 = 𝑖 [
𝐻11

(𝑛)
𝐻12

(𝑛)

𝐻21
(𝑛)

𝐻22
(𝑛)

],                   (33) 

 

𝐻11
(𝑛)

= (1 − 𝑖τ𝑏̃) exp(𝑖τ𝒟̂𝑛), 

𝐻12
(𝑛)

= −𝑖τ𝑏̃ exp(𝑖τ𝒟̂𝑛), 
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𝐻21
(𝑛)

= 𝑖τ𝑏̃ exp(−𝑖τ𝒟̂−𝑛), 
 

𝐻22
(𝑛)

= (1 + 𝑖τ𝑏̃) exp(−𝑖τ𝒟̂−𝑛) 
и 

𝒟̂𝑛 = ℒ̂𝑛+1 − ℒ̂1 = 
 

=   𝑎̃4μ𝑛
4 + 𝑎̃3μ𝑛

3 − 𝑎̃2μ𝑛
2 − 𝑎̃1μ𝑛 ,        (34) 

 
где 𝑎̃𝑖 определены в (7). Равенство (32) пред-
ставляет собой дискретный аналог линеаризо-
ванной системы дифференциальных уравне-
ний (9). 

Заметим, что (34) можно представить как 
сумму четной и нечетной функций от 𝑛: 

 

𝒟̂𝑛 = 𝒟̂𝑛
+ + 𝒟̂𝑛

−,                      (35) 
где 
 

𝒟̂𝑛
+ = 𝑎̃4μ𝑛

4 − 𝑎̃2μ𝑛
2 ,    𝒟̂𝑛

− = 𝑎̃3μ𝑛
3 − 𝑎̃1μ𝑛 

 

и                   𝒟̂−𝑛
+ = 𝒟̂𝑛

+,   𝒟̂−𝑛
− = −𝒟̂𝑛

−. 
 

Далее, из (35) и (33) следует 
 

𝐻𝑛 = exp(𝑖τ𝒟̂𝑛
−) [

𝐻′11
(𝑛)

𝐻′12
(𝑛)

𝐻′21
(𝑛)

𝐻′22
(𝑛)

],       (36) 

 

𝐻′11
(𝑛)

= (1 − 𝑖τ𝑏̃) exp(𝑖τ𝒟̂𝑛
+), 

 

𝐻′12
(𝑛)

= −𝑖τ𝑏̃ exp(𝑖τ𝒟̂𝑛
+), 

 

𝐻′21
(𝑛)

= 𝑖τ𝑏̃ exp(−𝑖τ𝒟̂𝑛
+), 

 

𝐻′22
(𝑛)

= (1 + 𝑖τ𝑏̃) exp(−𝑖τ𝒟̂𝑛
+). 

 

Собственные значения (36) равны 
 

λ𝑛
(1,2)

= β𝑛 ± √β𝑛
2 − 1,               (37) 

где 
β𝑛 = cos(τ𝒟̂𝑛

+) + τ𝑏̃ sin(τ𝒟̂𝑛
+).        (38) 

 
Поведение 𝑛-ной спектральной компоненты 

возмущения ε𝑗
(𝑚) в начальных этапах определя-

ется модулями собственных значений (37) мат-
рицы (36). Предположим, что коэффициенты (7) 
являются вещественными числами. Тогда, со-
гласно (38), βn тоже является вещественным 
числом, и возможны два различных случая. Ес-
ли |β𝑛| ≤ 1, исследование устойчивости в пер-
вом приближении не позволяет сделать вывод 
об устойчивости решения (23), поскольку имеет 
место |λ𝑛

(1,2)
| = 1. Если же |β𝑛| > 1, то |λ𝑛

(1)
| >

> 1 или |λ𝑛
(2)

| > 1, и решение (23) неустойчиво. 
Так, с учетом (38), условие неустойчивости ре-
шения (23) можно записать в виде 

 

|cos(τ𝒟̂𝑛
+) + τ𝑏̃ sin(τ𝒟̂𝑛

+)| > 1, 
 

что эквивалентно [15] 
 

|cos(τ𝒟̂𝑛
+ − θ0)| > cos θ0,        (39) 

 

где θ0 определяется через 
 

cos θ0 =
1

√1 + τ2𝑏̃2
, sin θ0 =

τ𝑏̃

√1 + τ2𝑏̃2
, 

 

причем 0 < θ0 < π/2, если 𝑏̃ > 0, и −π/2 <

< θ0 < 0, если 𝑏̃ < 0. 
Для упрощения (39), введем функцию не-

прерывного аргумента μ [15] 
 

𝑔(μ2) = 𝑎̃4μ4 − 𝑎̃2μ2, 
 

для которой 𝑔(μ𝑛
2 ) = 𝒟̂𝑛

+. Тогда можно рас-
смотреть левую часть неравенства (39) как не-
прерывную периодическую функцию непре-
рывного аргумента 𝑔(μ2): 
 

|cos(τ𝑔(μ2) − θ0)| > cos θ0.          (40) 
 

Обозначив 

𝑔𝑝 =
θ0 + 𝑝π

𝜏
,  𝑝 ∈ 𝑍, 

 

точки перегиба функции в левой части неравен-
ства (40), условие (40) можно записать как [15] 
 

τ|𝑔(μ𝑛
2 ) − 𝑔𝑝| < |θ0|,  𝑝 ∈ 𝑍.          (41) 

 

Умножив (41) на 𝑏̃, поскольку θ0𝑏̃ > 0, по-
лучим 

 

−θ0𝑏̃ < (τ𝑔(μ𝑛
2 ) − θ0 − 𝑝π)𝑏̃ < θ0𝑏̃,  𝑝 ∈ 𝑍.  (42) 

 

Для 𝑝 =  0, используя разложение θ0 в ряд 
Тейлора, из (42) имеем 

 

0 < (𝑎̃4μ𝑛
4 − 𝑎̃2μ𝑛

2 )𝑏̃ < 2𝑏̃2 + 𝑂(τ).       (43) 
 
Условие (43) при τ → 0 соответствует усло-

вию неустойчивости (12), полученному для мо-
нохроматического решения аналитической мо-
дели. Следовательно, условие (42) при 𝑝 =  0 
отражает естественную неустойчивость моде-
ли (3). Напротив, условие (42) при 𝑝 ≠  0 не 
имеет соответствия в аналитической модели и 
отражает неустойчивость исключительно чис-
ленной природы. Таким образом, из выполне-
ния условия (42) неустойчивости в первом при-
ближении численного решения в виде моно-
хроматической волны не следует выполнение 
условия (12). 
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Поскольку 𝑛 в (32) принимает ограниченные 
значения, то и значения  𝑔(μ𝑛

2 ) = 𝒟̂𝑛
+ будут 

ограничены. Подбирая такое достаточно 
малое τ, что 

 

−(π − θ) < τ𝑔(μ𝑛
2 ) + |θ| < π − θ,        (44) 

 

𝑛 = −
𝑁

2
, … ,

𝑁

2
− 1, 

 

можно предотвратить выполнение условия не-
устойчивости (42) при 𝑝 ≠  0. В таком случае 
условие неустойчивости в первом приближении 
численного решения (23) совпадает с условием 
неустойчивости в первом приближении реше-
ния (1) аналитической модели. При этом следу-
ет иметь в виду, что соответствующее значение 
τ необходимо, но не достаточно для устойчиво-
сти численного решения (23), поскольку, во-
первых, остается условие (43), соответствую-
щее условию неустойчивости аналитического 
решения, и во-вторых, условие неустойчиво-
сти (42) было получено лишь в первом прибли-
жении, и из него не следует устойчивость ре-
шения. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Анализ устойчивости в первом приближении 

относительно решения (1) модели (3) позволил 
получить следующие результаты. 

Получены условия неустойчивости в первом 
приближении для решения (1) аналитической 
модели (3) и решения (23) численной моде-
ли (20), (21), (22), построенной с помощью ме-
тода разложения по физическим факторам с ис-
пользованием метода Фурье. 

Показано, что из выполнения условия (12) 
неустойчивости в первом приближении, полу-
ченного для аналитического решения (1), сле-
дует выполнение условия (42) неустойчивости в 
первом приближении решения (23) численной 
модели (20), (21), (22). Однако обратное не вер-
но, и условие (42) в общем случае не эквива-
лентно условию (12) неустойчивости в первом 
приближении решения (1). 

Представлено условие (44) для шага по вре-
мени τ численной модели, при выполнении ко-
торого условия неустойчивости (42) и (12) бу-
дут эквивалентны. 

 
ФИНАНСИРОВАНИЕ 

 
Исследование выполнено за счет гранта Рос-

сийского научного фонда (проект № 22-11-
00141). 

 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 
 
1. Boyd R.W. Nonlinear Optics. Elsevier Science & 

Technology Books, 2008. 
2. Hasegawa A., Kodama Y. Signal transmission by 

optical solitons in monomode fiber // Proceedings of the 

IEEE, 1981. V. 69. № 9. P. 1145–1150.  
3. Blow K.J., Doran N. J. High bit rate communica-

tion systems using non-linear effects // Optics Commu-
nications, 1982. V. 42. № 6. P. 403406. 

4. Triki H. et al. Chirped solitary pulses for a nonic 
nonlinear Schrödinger equation on a continuous-wave 
background // Physical Review A, 2016. V. 93. № 6. 
P. 063810. 

5. Biswas A. et al. Highly dispersive optical solitons 
with kerr law nonlinearity by extended Jacobi’s elliptic 
function expansion // Optik, 2019. V. 183. P. 395–400. 

6. Hussain Q., Zaman F. D., Kara A. H. Invariant 
analysis and conservation laws of time fractional Schrö-
dinger equations // Optik, 2020. V. 206. P. 164356. 

7. Kudryashov N. A. Highly dispersive optical soli-
tons of equation with various polynomial nonlinearity 
law // Chaos, Solitons & Fractals, 2020. V. 140. 
P. 110202. 

8. Biswas A. 1-soliton solution of the generalized 
Radhakrishnan, Kundu, Lakshmanan equation // Physics 
Letters A, 2009. V. 373. № 30. P. 2546–2548. 

9. Kudryashov N.A. Highly dispersive optical soli-
tons of the generalized nonlinear eighth-order Schrö-
dinger equation // Optik, 2020. V. 206. P. 164335. 

10. Kudryashov N.A. et al. Cubic–quartic optical sol-
itons and conservation laws having cubic–quintic–
septic–nonic self-phase modulation // Optik, 2022. 
V. 269. P. 169834. 

11. Seadawy A.R., Lu D. Bright and dark solitary 
wave soliton solutions for the generalized higher order 
nonlinear Schrödinger equation and its stability // Re-
sults in Physics, 2017. V. 7. P. 43–48. 

12. He J.-R., Li H.-M. Analytical solitary-wave solu-
tions of the generalized nonautonomous cubic-quintic 
nonlinear Schrödinger equation with different external 
potentials // Physical Review E, 2011. V. 83. № 6. 
P. 066607. 

13.  Hambli N. et al. q-Deformed solitary pulses in 
the higher-order nonlinear Schrödinger equation with 
cubic-quintic nonlinear terms // Optik, 2022. V. 268. 
P. 169724. 

14.  Kruglov V.I., Triki H. Propagation of periodic 
and solitary waves in a highly dispersive cubic–quintic 
medium with self-frequency shift and self-steepening 
nonlinearity // Chaos, Solitons & Fractals, 2022. V. 164. 
P. 112704. 

15.  Weideman J., Herbst B. Split-step methods for 
the solution of the non-linear Schrödinger equation // 
SIAM Journal on Numerical Analysis, 1986. V. 23. № 3. 
P. 485–507. 

 
 
 
 



A.A. Байрамуков, Н.A. Кудряшов 

 

– 338 – 

 

Vestnik Natsional'nogo issledovatel'skogo yadernogo universiteta «MIFI», 2023, vol. 12, no. 6, pp. 332–338 
 

 
STABILITY OF THE NUMERICAL SOLUTION OF THE FOURTH ORDER 

GENERALIZED NONLINEAR SCHRÖDINGER EQUATION  
WITH CUBIC-QUINTIC-SEPTIC-NONIC NONLINEARITY 

 
A.A. Bayramukov*, N.A. Kudryashov** 

National Research Nuclear University MEPhI (Moscow Engineering Physics Institute), Moscow, 115409, Russia 

*e-mail: alim.a.bayramukov@gmail.com 

**e-mail: nakudr@gmail.com 

 
Received November 24, 2023; revised November 24; accepted November 28 

 
A model of nonlinear optics described by the generalized fourth-order Schrödinger equation with nonlinearities 

of the third, fifth, seventh and ninth degrees is considered. An analysis of the stability in the first approximation of 
the exact solution of this model in the form of a monochromatic wave is carried out. Analysis of stability in the first 
approximation allows us to obtain the condition for the instability of the exact solution. The split-step Fourier meth-
od is used to numerically solve the model. An analysis of the stability in the first approximation of the solution of 
the numerical model in the form of a monochromatic wave corresponding to the exact solution of the analytical 
model is carried out. The instability condition in the first approximation of the solution of the numerical model in 
the form of a monochromatic wave is derived. It is demonstrated that from the fulfillment of the instability condition 
in the first approximation, obtained for the exact solution in the form of a monochromatic wave, the fulfillment of 
the instability condition for the numerical solution follows, while the converse is not true. A condition is given for 
the time step of the numerical model, under which the instability conditions in the first approximation for the numer-
ical and analytical solutions coincide. 
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