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Исследуется сильно нелинейное уравнение в частных производных с тремя независимыми переменными 

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦 − 𝑢2
𝑥𝑦, которое встречается в электронной магнитной гидродинамике. Описаны многопараметри-

ческие преобразования, сохраняющие вид этого уравнения, а также двумерные и одномерные редукции, 
приводящие его к более простым уравнениям в частных производных с двумя независимыми переменными 
(в том числе к стационарным уравнениям типа Монжа–Ампера, нестационарным уравнениям теплопровод-
ности и уравнениям нелинейной теории фильтрации) или обыкновенным дифференциальным уравнениям. 
Методами обобщенного разделения переменных построены точные решения, многие из которых допускают 
представление в элементарных функциях. Рассмотрены также более сложные решения, которые выражают-
ся через решения линейных уравнений диффузионного типа. 
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ВВЕДЕНИЕ. РАССМАТРИВАЕМОЕ  

НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ 
 
В плазменной электронной магнитной гидро-

динамике разработан подход, в котором элек-
тронная составляющая плазмы представлена в 
виде набора случайных или регулярно распреде-
ленных точечных электронных вихрей. Локаль-
ные деформации сжатия-разрежения нестацио-
нарных движений акустического типа в такой 
двумерной вихревой системе описываются нели-
нейным уравнением Смирнова–Чукбара–Забур-
даева [1–3]: 

𝑢𝑡  = 𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦 − 𝑢2
𝑥𝑦,                      (1) 

 

в котором в правой части опущен общий посто-
янный множитель (без ограничения общности 
это достигается простым масштабированием по 
любой независимой или зависимой перемен-
ной). 

В стационарном случае уравнение (1) вы-
рождается в однородное уравнение Монжа– 
Ампера, общее решение которого можно пред-
ставить в параметрической форме [4] (преобра-
зования и точные решения этого и родственных 

более сложных уравнений типа Монжа–Ампера 
можно найти [5–7]).  

В работе [8] методом разделения перемен-
ных были получены точные решения нестацио-
нарного уравнения (1) в виде произведения трех 
функций разных аргументов: 𝑢 = 𝑋(𝑥)𝑌(𝑦)𝑇(𝑡). 

Методы построения решений математиче-
ских уравнений, основанные на решениях более 
простых уравнений, обычно называются редук-
циями. Редукции играют ключевую роль для 
построения точных решений дифференциаль-
ных уравнений и обычно приводят к уравнени-
ям более низкого порядка или уравнениям 
меньшей размерности. Наиболее важными для 
нелинейных уравнений с частными производ-
ными являются одномерные редукции, исполь-
зуя которые удается представить их решения в 
терминах решений гораздо более простых 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
(ОДУ).  

В данной работе под точными решениями 
нелинейных уравнений с частными производ-
ными понимаются решения, которые выража-
ются:
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- с помощью элементарных функций и не-
определенных интегралов; 

- через решения ОДУ или систем ОДУ; 
- через решения линейных уравнений мате-

матической физики.  
Важно отметить, что точные решения нели-

нейных уравнений математической физики с 
частными производными играют важную роль 
стандартных «математических эталонов», кото-
рые широко используются для оценки точности, 
верификации и разработки различных числен-
ных, асимптотических и приближенных анали-
тических методов. Редукции и точные решения 
нелинейных уравнений с частными производ-
ными чаще всего строятся с использованием 
методов группового анализа [6, 9, 10], методов 
обобщенного и функционального разделения 
переменных [7, 11–14], метода дифференциаль-
ных связей [7, 11, 13–15] и некоторых других 
аналитических методов [7, 14, 16–21].  

В данной работе для поиска точных решений 
нелинейного уравнения магнитной гидродина-
мики (1) использованы различные модификации 
метода обобщенного разделения переменных [7, 
11–14] и приведенные в [7] точные решения бо-
лее простых, чем исходное, промежуточных 
редуцированных уравнений с меньшим числом 
независимых переменных. Особое внимание 
уделяется построению простых точных реше-
ний, которые выражаются через элементарные 
функции. Такие решения удобно использовать в 
качестве тестовых задач для оценки точности и 
проверки адекватности численных методов ре-
шения сильно нелинейных уравнений с част-
ными производными. 
 

НЕКОТОРЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
 

1. Преобразование 
 

x  𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1,  
 

y 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2   (𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1  0), 
 

t 𝑝𝑡 + 𝑞,   u  𝑘𝑢 + 𝑎3𝑥 + 𝑏3𝑦 + 𝑐3, 
 

    
2

1 2 2 1
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p

                     (2) 

 

где 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑎3, 𝑏3, 𝑐3, 𝑝, 𝑞 – произ-
вольные постоянные, приводит исходное урав-
нение (1) к уравнению точно такого же вида. 

Одиннадцатипараметрическое инвариантное 
преобразование (2) позволяет с помощью более 
простых частных решений уравнения (1)        
строить его более сложные точные решения.      

А именно, если 𝑢 = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) – решение уравне-
ния (1), то функция 

 

 
1 1 1 2 2 22

1 2 2 1

4 4 4

( , ,

) ,

pu F a x b y c a x b y c
a b a b

pt q a x b y c

    


   

 

 
где а4 = −𝑎3/𝑘, 𝑏4 = −𝑏3/𝑘, 𝑐4 = −𝑐3/𝑘, также явля-
ется решением этого уравнения. 

2. В полярных координатах 𝑟, , где 𝑥 = 
= 𝑟 cos , 𝑦 = 𝑟 sin , исходное уравнение прини-
мает вид  

 

𝑢𝑡 = 𝑟−2𝑢𝑟𝑟 (𝑢 + 𝑟𝑢𝑟) − [(𝑟−1𝑢)𝑟]2.          (3) 
 

Это уравнение будет использовано далее для 
построения точных решений рассматриваемого 
уравнения. 

3. В эллиптических координатах 𝑟, , где 𝑥 = 
= 𝑎𝑟 cos , 𝑦 = 𝑏𝑟 sin  (𝑎 и 𝑏 –  положительные 
константы), уравнение (1) записывается так: 
 

𝑢𝑡 = (𝑎𝑏)−2{𝑟−2𝑢𝑟𝑟 (𝑢 + 𝑟𝑢𝑟) − [(𝑟−1𝑢)𝑟]2} .    (4) 
 

4. В гиперболических координатах , , где 
𝑥 = 𝑎  ch , 𝑦 = 𝑏  sh  (𝑎 и 𝑏 –  ненулевые 
константы), уравнение (1) имеет вид 

 

𝑢𝑡 = – (𝑎𝑏)−2{−2𝑢 (𝑢 + 𝑢) − [(−1𝑢)]2}.  (5) 
 

Видно, что уравнение (5) отличается от уравне-
ния (4) только знаком правой части и очевид-
ными переобозначениями. Поэтому точные ре-
шения уравнения (5) можно получить из точных 
решений уравнения (4), заменив 𝑡 на –𝑡 и сделав 
соответствующие переобозначения. 

 
ДВУМЕРНЫЕ РЕДУКЦИИ, ОСНОВАННЫЕ 

НА ИНВАРИАНТНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ 
 

 1. Переходя в (1) к переменным типа бегу-
щей волны  

 

𝑢 = 𝑈(, ),   = 𝑥 − 𝑎1𝑡,   = 𝑦 −𝑎2𝑡,         (6) 
 

где 𝑎1 и 𝑎2 – произвольные постоянные, прихо-
дим к двумерному уравнению типа Монжа–  
Ампера с постоянными коэффициентами  

 
−𝑎1𝑈 − 𝑎2𝑈 = 𝑈2

 − 𝑈𝑈.                 (7) 
 

Уравнение (7) допускает точные решения, квад-
ратичные по любой независимой переменной, 
вида 

𝑈1 = 𝑓1 ()2 + 𝑔1() + ℎ1(), 
 

𝑈2 = 𝑓2 () 2 + 𝑔2()  + ℎ2(),             (8) 
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где функции f𝑖, g𝑖, ℎ𝑖 (𝑖 = 1, 2) описываются соот-
ветствующими одномерными системами ОДУ, 
которые здесь опускаются. 

2. Переходя в (1) к переменным автомодель-
ного типа  

 

𝑢 = 𝑡−2−2−1𝑈(, ),   = 𝑥𝑡,   = 𝑦𝑡,       (9) 
 

где  и  – произвольные постоянные, получим 
двумерное уравнение типа Монжа–Ампера с 
переменными коэффициентами при младших 
производных  

 

𝑈 + 𝑈 − (2 + 2 + 1)𝑈 = 
  

= 𝑈2
 − 𝑈𝑈.                      (10) 

 

Уравнение (10) допускает точные решения, 
квадратичные по любой независимой перемен-
ной, вида (8). 

3.  Переходя в (1) к переменным предельного 
автомодельного типа 

 

𝑢 = 𝑒−2(+)𝑡𝑈(, ),    = 𝑥𝑒𝑡,   = 𝑦𝑒𝑡,     (11) 
 

где  и  – произвольные постоянные, получим 
другое двумерное уравнение типа Монжа–Ам-
пера с переменными коэффициентами при 
младших производных 

 

𝑈 + 𝑈 − 2( + )𝑈 = 
 

= 𝑈2
 − 𝑈𝑈.                      (12) 

 

Уравнение (12) допускает точные решения, 
квадратичные по любой независимой перемен-
ной, вида (8). 

4. Переходя в (1) к инвариантным перемен-
ным 

𝑢 = 𝑈(, )/𝑡,    = 𝑥 + 1 ln(𝑡), 
 

 = 𝑦 + 2 ln(𝑡),                       (13) 
 

где  и 2 –  произвольные постоянные, получим 
еще одно двумерное уравнение типа Монжа–
Ампера с постоянными коэффициентами 
 

𝑈 + 2𝑈𝜂 – 𝑈 = 𝑈2
 − 𝑈𝑈.        (14) 

 

Уравнение (14) допускает точные решения типа 
бегущей волны, а также решения, квадратичные 
по любой независимой переменной, вида (8). 

Замечание 1. Более сложные двумерные ре-
дукции уравнения (1) можно получить, заменив 
в (6), (9), (11), (13) пространственные перемен-
ные  их  произвольными  линейными  комби-
нациями по правилу 𝑥 ⇒ 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 и  𝑦 ⇒ 
⇒ 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦.  
 

 

РЕДУКЦИИ С ОБОБЩЕННЫМ  
РАЗДЕЛЕНИЕМ ПЕРЕМЕННЫХ,  

ПРИВОДЯЩИЕ К НЕОДНОРОДНЫМ  
УРАВНЕНИЯМ МОНЖА–АМПЕРА 

 

1. Уравнение (1) имеет решения с аддитив-
ным разделением переменных вида  

 

𝑢 = −𝐴𝑡 + (𝑥, 𝑦),                     (15) 
 

где 𝐴 – произвольная постоянная, а функция  
описывается неоднородным уравнением Мон-
жа–Ампера с постоянной правой частью  
 

𝑥𝑥 𝑦𝑦 − 2
𝑥𝑦 = −𝐴.                   (16) 

 

2. Нетрудно проверить, что уравнение (1) 
допускает точное решение с аддитивным разде-
лением переменных вида (15), которое выража-
ется в элементарных функциях  
 

𝑢 = 𝐶1𝑥
2 + 𝐶2𝑥𝑦 + 𝐶3𝑦

2 + 𝐶4𝑥 + 𝐶5𝑦 + 
 

+ (4𝐶1𝐶3 − 𝐶2
2) t + 𝐶6,                 (17) 

 

где C1, ..., C6 – произвольные постоянные. 
3. Используя результаты [7], можно полу-

чить, например, следующие точные решения 
вида (15) уравнения (1): 
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  

 

 

где C1, ..., C6 – произвольные постоянные,  = 
= (𝑧) – произвольная функция.  

Замечание 2. При 𝐴 > 0 общее решение не-
однородного уравнения Монжа–Ампера (16) 
можно представить в параметрическом виде 
[4, 7].  

4. Уравнение (1) допускает более сложные, 
чем (15), решения с обобщенным разделением 
переменных вида 

 

𝑢 = −(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐)𝑡 + (𝑥, 𝑦),            (18)  
 

где 𝑎, 𝑏, 𝑐 – произвольные постоянные, а функ-
ция  описывается неоднородным уравнением 
Монжа–Ампера с переменной правой частью 
 

 𝑥𝑥𝑦𝑦 − 2
𝑥𝑦 = −𝑎𝑥 – 𝑏𝑦 − 𝑐.            (19) 
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При 𝑏 = 0 уравнение (19) имеет, например, 
точные решения  

 

3/2
1

2 ( ) ( ) ,
3

y ax c x C y
a

            (20) 
 

где (𝑥) – произвольная функция. 
 

РЕДУКЦИЯ С РАЗДЕЛЕНИЕМ  
ПЕРЕМЕННЫХ, ПРИВОДЯЩАЯ  
К ЛИНЕЙНОМУ УРАВНЕНИЮ  

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
 

1. Уравнение (1) допускает решения с обоб-
щенным разделением переменных вида  

 

2 2

2

1 1
2 2
( ) ( , ),

u ax bxy cy dy

ac b t U x t
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 

           (21) 

 

где 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 – произвольные постоянные, а 
функция 𝑈 = 𝑈(𝑥,𝑡) описывается линейным 
уравнением теплопроводности  
 

𝑈𝑡 = 𝑐𝑈𝑥𝑥.                         (22) 
 

2. О решениях уравнения (22) при произ-
вольных начальных и граничных условиях см., 
например, в [22, 23]. В [23] приведен большой 
список простых точных решений линейного 
уравнения теплопроводности, которые выра-
жаются в элементарных функциях. Для иллю-
страции сказанного приведем несколько реше-
ний уравнения (22), которые содержат экспо-
ненциальные и тригонометрические функции: 

 

𝑈 = 𝐶1 exp (𝑐2𝑡 ± 𝑥) + 𝐶2, 
 

𝑈 = 𝐶1 exp (−𝑐2𝑡) cos (𝑥) + 𝐶2, 
 

𝑈 = 𝐶1 exp (−𝑐2𝑡) sin (𝑥) + 𝐶2, 
 

𝑈 = 𝐶1 exp (−𝑥) cos (𝑥 − 22𝑡) + 𝐶2, 
 

𝑈 = 𝐶1 exp (−𝑥) sin (𝑥 − 22𝑡) + 𝐶2, 
 

где 𝐶1, 𝐶2,   – произвольные постоянные. 
 

РЕДУКЦИИ, КВАДРАТИЧНЫЕ  
ОТНОСИТЕЛЬНО ОДНОЙ  

ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
 

1. Уравнение (1) имеет решения с обобщен-
ным разделением переменных, квадратичные 
относительно любой пространственной пере-
менной, например 

 

𝑢 = 𝑦2𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑦g(𝑥, 𝑡) + ℎ(𝑥, 𝑡),         (23) 
 

где функции 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑡), g = g(𝑥, 𝑡), ℎ = ℎ(𝑥, 𝑡) 
описываются системой уравнений в частных 
производных с двумя независимыми перемен-
ными 

𝑓𝑡 = 2𝑓𝑓𝑥𝑥−4𝑓2
𝑥,  g𝑡 = 2𝑓g𝑥𝑥−4𝑓𝑥g𝑥, 

 

ℎ𝑡 =  2𝑓ℎ𝑥𝑥−g2
𝑥.                       (24) 

 

Здесь первое уравнение для 𝑓 нелинейно и изо-
лированно (т.е. не зависит от других уравне-
ний), а два других уравнения линейны относи-
тельно искомых функций 𝑔 и ℎ (причем уравне-
ние для 𝑔 однородно, а уравнение для ℎ – неод-
нородно). 

Отметим, что заменой 𝑓 = −1/2 первое урав-
нение (24) сводится к нелинейному уравнению 
теплопроводности специального вида  

 

𝑡 = 2(−1/2𝑥)𝑥,                     (25) 
 

которое допускает много точных решений (см., 
например, [7]). 

2. Последние два уравнения системы (24) 
имеют тривиальное решение g = ℎ = 0. Справед-
ливо также более общее утверждение. 

Утверждение. Пусть 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑡) –  любое 
решение первого уравнения (24). Тогда послед-
ние два уравнения системы (24) допускают 
частные решения 

2
1 2 1 3

1, ,
4

g C f C h C f C               (26) 
 

Это утверждение доказывается путем подста-
новки функций (26) в последние два уравнения 
системы (24) и сравнением полученных выра-
жений с первым уравнением (24). 

3. Простейшим решением первого уравнения 
(24) является константа  

 

1 ,
2

f a                           (27) 
 

где 𝑎 –  произвольная постоянная. В этом слу-
чае последние два уравнения (24) являются ли-
нейными уравнениями теплопроводности 
 

g𝑡 = 𝑎𝑔𝑥𝑥,    ℎ𝑡 = 𝑎ℎ𝑥𝑥 − g2
𝑥.               (28) 

 

первое из которых однородно, а второе –  неод-
нородно. Решения этих уравнений можно полу-
чить для произвольных начальных и граничных 
условиях (см., например, в [22, 23]).  

Отметим, что первое уравнение (28) имеет 
вырожденное стационарное решение g = 𝑏𝑥, где 
𝑏 – произвольная постоянная. Большой список 
других простых точных решений этого уравне-
ния, которые выражаются в элементарных 
функциях, можно найти в [23].  
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Приведем простые решения типа бегущей 
волны уравнений (28), содержащие экспоненци-
альные функции: 

2
1

2
12 2

2

exp( ),

exp( ) exp[2( )],
2

g C kx ak t
Ch C kx ak t kx ak t

a

 

   
 (29) 

 

где C1, C2, k  –  произвольные постоянные. Под-
ставляя (27) и (29) в формулу (23), получим 
точное решение исходного уравнения (1). 

4. Первое уравнение (24) имеет стационарное 
решение 

1 2

1 ,f
C x C




                      (30) 
 

а также более сложное нестационарное трехпа-
раметрическое точное решение с обобщенным 
разделением переменных  
 

2
1 1/3

3 2
2

( ) ( ) ,
12( )

x Cf C t C
t C


  
         

(31) 
 

где C1, C2, C3 –  произвольные постоянные. 
5. Система (24) допускает точное решение 

типа бегущей волны  
 

𝑓 = 𝑓(𝑧),   g = g (𝑧),   ℎ = ℎ(𝑧), 
 

  𝑧 = 𝑘𝑥 − 𝑡,                          (32) 
 

где 𝑘 и  – произвольные постоянные. Решение 
соответствующего автономного ОДУ для функ-
ции 𝑓 (которое сводится к линейному ОДУ пер-
вого порядка) можно выразить в элементарных 
функциях. 
 

РЕДУКЦИИ К УРАВНЕНИЮ  
ТИПА МОНЖА–АМПЕРА В НОВЫХ  

ПЕРЕМЕННЫХ ТИПА БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ 
 

1. Уравнение (1) допускает решения с обоб-
щенным разделением переменных комбиниро-
ванного типа  

 

𝑢 = 𝐶1𝑥
2 + 𝐶2𝑥𝑦 + 𝐶3𝑦

2 + 𝐶4𝑥 + 𝐶5𝑦 + 𝐶6𝑡 + 𝑈(, ), 
 

 = 𝑎1𝑥 +𝑏1𝑦 −1𝑡,   = 𝑎2𝑥 +𝑏2𝑦 −2𝑡,      (33) 
 

где 𝐶𝑖, 𝑎𝑗, 𝑏𝑗, 𝑗 (𝑖 = 1, ... , 6; 𝑗 = 1, 2) – произ-
вольные постоянные;  и  – новые переменные 
типа бегущей волны, а функция 𝑈 = 𝑈(, ) 
описывается двумерным уравнением типа 
Монжа–Ампера 

2
6 1 2 1 3 2

2 2
1 2 1 2

2 2
1 3 1 1 1 1 2
2 2
2 3 2 1 2 2 2

1 2 3 1 2 1 1 2 1 2 2

4
( ) ( )
2( )
2( )

2[(2 2 ) ( ) ] .

С U U C C C
a b b a U U U

a C b C a b C U
a C b C a b C U

a a C b b C a b b a C U

 

  







      

   

   

   

   

 (34) 

 

2. Уравнение (34) допускает точные реше-
ния, квадратичные по любой независимой пе-
ременной типа бегущей волны, вида  

 

𝑈1 = 𝑓1()2 + g1() + ℎ1(), 
 

𝑈2 = 𝑓2()2 + g2() + ℎ2(), 
 

где функции 𝑓𝑖, g𝑖, ℎ𝑖 (𝑖 = 1, 2) описываются со-
ответствующими одномерными системами 
ОДУ, которые здесь опускаются. 

3. Рассмотрим специальный случай (33) –
(34), положив  

 

𝑎1 = 𝑎, 𝑏1 = 𝑏, 1 = , 𝑎2 = 𝑏2 = 0, 2 = −1,  = 𝑡, 
 

что соответствует решению вида  
 

𝑢 = 𝐶1𝑥
2 + 𝐶2𝑥𝑦 + 𝐶3𝑦

2 + 𝐶4𝑥 + 𝐶5𝑦 + 𝐶6𝑡 + 𝑈(, 𝑡), 
 

 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 − 𝑡,                    (35) 
 

где 𝐶𝑖, 𝑎, 𝑏,  (𝑖 = 1, ..., 6) – произвольные посто-
янные.  В этом случае функция 𝑈 = 𝑈(, 𝑡) опи-
сывается линейным уравнением типа конвек-
тивной теплопроводности с постоянным источ-
ником  

2 2
3 1 2

2
1 3 2 6

2( )
4 .

tU a C b C abC U
U C C C C





   

   
       (36) 

 

4. В частности, взяв в (35)–(36) функцию U с 
одним аргументом  и положив 6 1 34C C C   

2
2 ,C  приходим к линейному ОДУ с постоян-

ными коэффициентами 
 

2 2
3 1 22( ) 0,a C b C abC U U       

 

общее решение которого выражается через экс-
поненту  

 

1 22 3 2
1 2

( ) exp ,
2(

U A A
a C b C abC

 
     

  
(37) 

 

где A1 и A2  – произвольные постоянные. 
 
РЕДУКЦИЯ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ НОВОЙ 

ПЕРЕМЕННОЙ, ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ  
ПО ПРОСТРАНСТВЕННЫМ КООРДИНАТАМ 

 
1. В переменных, одна из которых время, а 

другая задается параболической функцией по 
пространственным переменным  

 

𝑢 = 𝑈(𝑧, 𝑡),  𝑧 = 𝑦 + 𝑎𝑥2,                (38) 
 

где 𝑎 – произвольная постоянная, уравнение (1) 
редуцируется к двумерному уравнению  

 

𝑈𝑡 = 2𝑎𝑈𝑧𝑈𝑧𝑧,                         (39)  
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которое встречается в теории нелинейной филь-
трации жидкости в пористых средах. Ниже рас-
смотрены некоторые классы точных решений, 
которые допускает уравнение (39). 

2. Редуцированное уравнение (39) имеет 
простое частное решение, пропорциональное 
произведению подходящих степеней независи-
мых переменных  

3
.

36
zU
at

   
 

3. Редуцированное уравнение (39) допускает 
решение с аддитивным разделением перемен-
ных 

3/2 2
1 2 1 3

9( ) ,
4

U C z C aC t C     
 

где C1, C2, C3 – произвольные постоянные. 
4. Редуцированное уравнение (39) допускает 

решение типа бегущей волны  
 

𝑈 = 𝑈(),    = 𝑧 − 𝑡 ≡ 𝑦 + 𝑎𝑥2 – 𝑡, 
 

где функция 𝑈 = 𝑈() удовлетворяет простому 
линейному ОДУ  с постоянными коэффициен-
тами 2𝑎𝑈′′ +  = 0, общее решение которого 
имеет вид  

2
1 2.

4
U C C

a


       
 

Замечание 3. Более общее решение уравне-
ния (39) можно получить, если искать решение 
в виде  

 

𝑈 = 𝐶𝑡 + 𝑊(),    = 𝑧 − 𝑡 ≡ 𝑦 + 𝑎𝑥2 − 𝑡. 
 

5. Редуцированное уравнение (39) имеет ав-
томодельное решение  

 

𝑈 = 𝑡−3−1 W(),    = 𝑧 𝑡, 
 

где  – произвольная постоянная, а функция 
𝑊 = 𝑊() описывается ОДУ 
 

(3 1) 2 .W W aW W         
 

При  = −1/3 общее решение последнего 
уравнения имеет вид  

 

3
1 2

1 ,
36

W C C
a

       

 

где C1 и C2  – произвольные постоянные. 
6. Редуцированное уравнение (39) допускает 

предельное автомодельное решение 
 

𝑈 = 𝑒–3t 𝑊(),   = 𝑒𝑡𝑧, 
 

где  – произвольная постоянная, а функция 
𝑊 = 𝑊() описывается ОДУ 
 

3 2 .W W aW W        
 

7. Редуцированное уравнение (39) имеет дру-
гое инвариантное решение вида 

 

1 ( ), ln ,U t W z t       
 

где  – произвольная постоянная, а функция 
𝑊 = 𝑊() описывается автономным ОДУ 
 

2 .W W aW W        
 

8. Редуцированное уравнение (39) допускает 
точное решение в виде кубического полинома 
по 𝑧 [11, 12]: 
 

2 3
1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ,U t t z t z t z      

 
где функции 𝜓𝑛(𝑡) (𝑛 = 1, ... , 4) описываются 
системой ОДУ 
 

2
1 2 3 2 2 4 3

2
3 3 4 4 4

4 , 4 (3 2 ),
36 , 36 .

a a
a a

          

       
 

 

9. Редуцированное уравнение (39) имеет 
также точное решение с обобщенным разделе-
нием переменных более экзотического вида [11, 
12]: 

3/2 3
1 2 3( ) ( ) ( ) ,U t t z t z     

 

где функции ( )n t  (n = 1, 2, 3) описываются 
системой ОДУ  
 

2 2
1 2 2 2 3 3 3

9 45, , 36 .
4 2

a a a             
  

Эту систему нетрудно проинтегрировать в об-
ратном порядке, начиная с последнего уравне-
ния.  

 
РЕДУКЦИИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ НОВОЙ 

ПЕРЕМЕННОЙ КВАДРАТИЧНОГО ВИДА  
ПО ПРОСТРАНСТВЕННЫМ КООРДИНАТАМ 

 
1. В переменных, одна из которых –  время, а 

другая квадратична относительно простран-
ственных переменных 

 

𝑢 = 𝑈(𝑧, 𝑡),  𝑧 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 𝑘𝑥 + 𝑠𝑦,   (40) 
 

где 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘, 𝑠 – произвольные постоянные, 
уравнение (1) редуцируется к двумерному урав-
нению 
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2 2 2

2 2
2[(4 ) ]

(4 ) .
t z zz

z

U ac b z as ck bks U U
ac b U

     

 
  (41) 

 

Отметим, что в зависимости от знаков коэффи-
циентов квадратичных слагаемых 𝑎, 𝑏, 𝑐 в (40), 
кривая 𝑧 = const может быть как эллипсом, так и 
гиперболой (или параболой в вырожденном 
случае при 4𝑎𝑐−𝑏2 = 0). 

Рассмотрим некоторые классы точных реше-
ний, которые допускает уравнение (41). 

2. Редуцированное уравнение (41) допускает 
решения с аддитивным разделением перемен-
ных 

U Ct   ( ),z  
 

где 𝐶 – произвольная постоянная, а функция 
 = (𝑧) описывается нелинейным ОДУ:  

 

2[(4𝑎𝑐 − 𝑏2) z + 𝑎𝑠2 + 𝑐𝑘2 − 𝑏𝑘𝑠] ′𝑧′′𝑧𝑧 + 
 

+ (4𝑎𝑐 − 𝑏2)(′𝑧)2 = 𝐶, 
 

которое легко интегрируется, поскольку допус-
кает понижение порядка с помощью стандарт-
ной подстановки (𝑧) = ′𝑧. Отметим, что полу-
ченное ОДУ имеет частное решение в виде 
квадратичного многочлена. 

3. Редуцированное уравнение (41) допускает 
решения, квадратичные относительно 𝑧: 

 

2
2 1 0( ) ( ) ( ),U t z t z t      

 

где функции 𝑖 (𝑡) описываются системой ОДУ, 
которая здесь опускается. 

4.  При  24 0ac b   редуцированное урав-
нение (41) допускает решения квазиавтомо-
дельного вида 

2 1

2 2 2
( ),

[(4 ) ] ,
U t V

ac b z as ck bks t

 



 

    
     (42) 

 

где  – произвольная постоянная, а функция 
V = V () удовлетворяет нелинейному обыкно-
венному дифференциальному уравнению 

 

3 3 2

2
(2 1) 2 ( ) ,

4 .
V V A V V A V

A ac b
            

 
  (43) 

 

Уравнение (43) допускает частное решение в 
виде квадратичного многочлена. В частности, 
оно имеет простое решение  

3 2 21 , 4 ,
12

V A A ac b                (44) 

которое не зависит от параметра .   
5. Отметим, что при 4𝑎𝑐 − 𝑏2 > 0 преобразо-

вание  

1/22 2

2

2

, ,
4

4 ( , ),
4

as ck bkst t z
ac b

U W t
ac b

 
   



 


 

 
приводит уравнение (41) к каноническому виду  

 

1 .tW W W
                          (45) 

 

6. Уравнение (45) имеет простое точное ре-
шение  

4
.

48
W

t


                           (46) 

 

Используя решение (46) и результаты [19, 20] 
(см. второе утверждение), из (45) получим 

 

4 ФtW e  (),   ,te               (47) 
 

где  – произвольная постоянная, а функция 
Ф Ф () удовлетворяет нелинейному обыкно-
венному дифференциальному уравнению 
 

4 Ф   Ф  
–1 Ф Ф     

 

порядок которого можно понизить на единицу. 
7. Уравнение (45) имеет также точное реше-

ние с обобщенным разделением переменных 
полиномиального вида 
 

2 4
1 2 3( ) ( ) ( ) ,W t t t                   (48) 

 

где функции ( )n t  (n = 1, 2, 3) описываются 
системой ОДУ 
 

2 2
1 2 2 2 3 3 34 , 32 , 48 .             

 

Эту систему нетрудно проинтегрировать в об-
ратном порядке, начиная с последнего уравне-
ния. 

Замечание 4. Уравнение (45) с точностью до 
обозначений совпадает с уравнением (49), точ-
ные решения которого (отличные от указанных 
выше в пп. 6 и 7) приведены далее. 
 

РЕДУКЦИИ И ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ  
УРАВНЕНИЯ В ПОЛЯРНЫХ  

И ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ 
 

1. Уравнение (3), записанное в полярных ко-
ординатах r, , допускает точные решения, не 
зависящие от угловой переменной, которые 
описываются двумерным уравнением  

 

1 ,t r rru r u u                         (49) 
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которое с точностью до обозначений совпадает 
с уравнением (45) (некоторые его точные реше-
ния описаны ранее в пп. 6 и 7).  

2.Уравнение (49) имеет точное решение с 
аддитивным разделением переменных 

 

2 2
1 2 2 1 3 4 ,u C C t C C r C dr C     

 

где C1, ..., C4  – произвольные постоянные  (при 
различных знаках константы C1 интеграл в пра-
вой части выражается через разные элементар-
ные функции). 

3. Уравнение (49) допускает автомодельное 
решение 

4 1 ( ), ,u t F z z rt     
 

где  – произвольная постоянная, а функция 
F = F(𝑧) описывается ОДУ 
 

1(4 1) .z z zzF zF z F F        
 

Это уравнение можно проинтегрировать при 
 = −1/4. 

4. Уравнение (3) имеет также точные реше-
ния с разделением переменных вида  

 

4 ( , ),u r v t                          (50) 
 

где функция 𝑣 = 𝑣(, 𝑡) описывается двумерным 
уравнением  

212 ( 4 ) 9 .tv v v v v                    (51) 
 

5. Поскольку уравнение (51) не зависит явно 
от независимых переменных, то оно имеет ре-
шение типа бегущей волны  

 

𝑣 = 𝑣(𝑍),  𝑍 =  − 𝑡, 
 

где  – произвольная постоянная, а функция 𝑣 = 
= 𝑣(Z) описывается автономным ОДУ 

 

212 ( 4 ) 9( ) 0.ZZ Zv v v v z v        
 

6. Уравнение (51) допускает также решение с 
простым разделением переменных вида  

 

1( ) ( ),v t C V    
 

где C – произвольная постоянная, а функция 
𝑉 = 𝑉() описывается автономным ОДУ 
 

212 ( 4 ) 9( ) 0.V V V V V       
 

7. Уравнение (3), записанное в полярных ко-
ординатах 𝑟, , допускает точные решения с 
неполным разделением переменных вида  

1 ( , ),u W r
t C

 


 
 

где функция 𝑊 описывается двумерным урав-
нением 
 

2 1 2( ) [( ) ] 0.rr r rr W W rW r W W 
      

 

8. Поскольку уравнения в полярных и эллип-
тических координатах (3) и (4) отличаются 
только постоянным множителем в правой части, 
то точные решения уравнения (4) можно полу-
чить из решений уравнения (3), заменив в  них 
переменную 𝑡 по правилу 𝑡 ⇒ (𝑎𝑏)−2𝑡. 

 
КРАТКИЕ ВЫВОДЫ 

 
Исследуется нелинейное уравнение в част-

ных производных с тремя независимыми пере-
менными вида 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦 − 𝑢2

𝑥𝑦, которое описы-
вает локальные нестационарные движения 
плазмы в электронной магнитной гидродинами-
ке. Рассматриваются инвариантные многопара-
метрические преобразования, сохраняющие вид 
этого уравнения. Описаны двух- и одномерные 
редукции, приводящие его к более простым 
уравнениям с частными производными  с двумя 
независимыми переменными (в том числе к 
стационарным уравнениям типа Монжа–
Ампера и линейным  или нелинейным нестаци-
онарным уравнениям теплопроводности) или 
обыкновенным дифференциальным уравнени-
ям. Получен ряд решений с обобщенным разде-
лением переменных, которые выражаются в 
элементарных функциях, а также некоторые 
другие точные решения.  
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 A strongly nonlinear partial differential equation with three independent variables of the form 𝑢𝑡 = 

= 𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2
𝑥𝑦, which occurs in electron magnetohydrodynamics, isconsidered. Multiparameter transformations 

that preserve the form of this equation are described, as well as two- and one-dimensional reductions that lead to 
simpler partial differential equations with two independent variables (including stationary equations of the 
Monge–Ampere type and nonstationary heat equations) or ordinary differential equations. By methods of general-
ized separation of variables, exact solutions are constructed, many of which admit representation in elementary 
functions. More complex solutions are also considered, which are expressed in terms of solutions of linear diffu-
sion-type equations. 
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