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Рассматриваются одномерные линейные однородные уравнения типа Клейна–Гордона с постоянным и 
пропорциональным запаздыванием, которые помимо искомой функции 𝑢(х, 𝑡) содержат функцию с посто-
янным запаздыванием вида 𝑢(х, 𝑡 – ), где  > 0 – постоянное запаздывание, или функцию с пропорциональ-
ным запаздыванием вида 𝑢(х, 𝑝𝑡), где р – коэффициент пропорциональности. Приводятся выраженные в 
элементарных функциях точные решения таких уравнений. Сформулированы начально-краевые задачи с 
начальными данными общего вида и однородными граничными условиями первого, второго и третьего ро-
да, а также смешанными граничными условиями. Приводится подробное описание решения этих задач с 
помощью метода разделения переменных. В результате получены аналитические формулы решений началь-
но-краевых задач для линейных однородных уравнений типа Клейна–Гордона с постоянным и пропорцио-
нальным запаздыванием.  
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ВВЕДЕНИЕ 

 
Дифференциальные уравнения  
с постоянным запаздыванием 

 
Дифференциальные уравнения с запаздыва-

нием применяются при математическом моде-
лировании процессов, текущее состояние кото-
рых зависит в том числе от состояния в некото-
рый момент в прошлом. Такие уравнения по-
мимо искомой функции ( )u t  содержат функ-
цию с запаздыванием ( ),w u t    где t – время,  
 > 0 – время запаздывания. Простейшее обык-
новенное дифференциальное уравнение (ОДУ) с 
постоянным запаздыванием имеет вид [1–4]: 

 

( , ), ( ),tu F u w w u t    

               
 (1) 

 

где F –  некоторая функция. 
Более сложные процессы с пространствен-

ной неоднородностью моделируются реакцион-
но-диффузионными уравнениями с постоянным 

запаздыванием (см. [5, 6], а также обзор публи-
каций в [7]): 

 

( , ), ( , ),t xxu au F u w w u x t             (2) 
 

где ( , ),u u x t  a > 0 – коэффициент диффузии; 
F –  кинетическая функция. 

В специальном случае F(u, w) = f (w) в (2) 
можно говорить об инерционности процесса 
переноса субстанции в локально-неравновесной 
среде: реакция системы на некоторое воздей-
ствие является не мгновенной, как в классиче-
ском локально-равновесном случае, а запазды-
вает на время . 

Замечание 1. Решения начально-краевых за-
дач для реакционно-диффузионных уравнений 
типа (2) рассматривались в [7]. 

Уравнения типа Клейна–Гордона с запазды-
ванием имеют вид 

 

( , ), ( , ),tt xxu au F u w w u x t            (3) 
 

где 𝑎 – некоторая положительная константа 
( a – скорость); F – функция источника.    
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Эти уравнения также называют волновыми 
уравнениями с запаздыванием. Точные решения 
нелинейных уравнений типа Клейна–Гордона с 
запаздыванием построены с помощью метода 
функциональных связей в [8] (см. также [9, 10], 
где рассматривались более сложные гиперболи-
ческие уравнения с запаздыванием телеграфно-
го типа) и с помощью группового анализа в [11–
13]. В [14] рассматриваются способы построе-
ния точных решений для уравнений с запазды-
ванием типа (3) (а также уравнений типа (2) и 
других уравнений) с помощью точных решений 
более простых уравнений в частных производ-
ных без запаздывания. Другие методы построе-
ния точных решений волновых уравнений с за-
паздыванием и сами точные решения описаны в 
[15, 16]. Численное интегрирование начально-
краевых задач для нелинейных уравнений типа 
Клейна–Гордона с запаздыванием (3) с по-
мощью комбинации метода прямых и методов 
решения систем ОДУ и сопоставление получен-
ных численных решений с точными проводи-
лось в [17]. 

 
Дифференциальные уравнения  

с пропорциональным запаздыванием 
 

Уравнения вида (1), (2) и (3) можно услож-
нить, рассматривая переменное запаздывание 
 = (t) вместо постоянного. В частном случае 
(t) = (1 − p) t, где p – коэффициент пропорцио-
нальности (чаще всего 0 < p < 1, однако в лите-
ратуре встречаются и случаи p > 1), имеем 
уравнения с пропорциональным запаздыванием. 
Например, ОДУ с пропорциональным запазды-
ванием имеет вид 

 

( , ), ( )tu F u w w u pt  

                  
(4) 

 

и при 0 < p < 1 часто называется уравнением 
пантографа [18]. Уравнения вида (4) и более 
сложные ОДУ с пропорциональным запаздыва-
нием используются в описании процессов элек-
тродинамики [19], теории популяций [20], тео-
рии чисел [21], стохастических игр [22], теории 
графов [23], теории риска и очередей [24], тео-
рии искусственных нейронных сетей [25–27]. 
Важно отметить, что родственные ОДУ с про-
порциональным запаздыванием при p > 1 ис-
пользуются в моделировании процессов биоло-
гии [28–30] и астрофизики [31]. 

Уравнения в частных производных с про-
порциональным запаздыванием, а именно реак-
ционно-диффузионные уравнения 

 

( , ), ( , )t xxu au F u w w u x pt             (5) 
 

и уравнения типа Клейна–Гордона 
 

( , ), ( , )tt xxu au F u w w u x pt            (6) 
 

встречаются в публикациях значительно реже, 
чем такие же уравнения с постоянным запазды-
ванием. В [32] получено асимптотическое ре-
шение линейного уравнения типа (5). В [33] ме-
тодом разделения переменных построены точ-
ные решения линейных уравнений вида (5) и 
(6). Многие нелинейные уравнения с пропорци-
ональным запаздыванием вида (5) и (6), допус-
кающие редукции и точные решения с аддитив-
ным, мультипликативным, обобщенным и 
функциональным разделением переменных рас-
сматриваются в [34–37]. Приближенные анали-
тические методы решения некоторых линейных 
и нелинейных уравнений в частных производ-
ных с пропорциональным запаздыванием опи-
саны в [38, 39]; численные методы – в [40, 41]. 

 

Виды рассматриваемых в статье уравнений 
 

В статье рассматриваются линейные одно-
родные уравнения типа Клейна–Гордона с по-
стоянным запаздыванием 

 

1 2 1 2 , ( , ),tt xx xxu a u a w c u c w w u x t        (7) 
 

где a1  0, a2   0, a1 + a2  > 0,  > 0, и с пропор-
циональным запаздыванием 
 

1 2 1 2 , ( , ),tt xx xxu a u a w c u c w w u x pt       (8) 
 

где 0 < p < 1.  
Точные решения и решения начально-

краевых задач с общими начальными данными 
и с граничными условиями первого, второго и 
третьего рода (а также смешанными граничны-
ми условиями) для уравнений типа (7) рассмат-
риваются во второй части статьи, а для уравне-
ний типа (8) – в третьей. 
 

ЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ТИПА КЛЕЙНА–ГОРДОНА  

С ПОСТОЯННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 
 

Точные решения простейшего вида 
 

Уравнения с постоянным запаздыванием ви-
да (7) допускают точные решения, которые вы-
ражаются в элементарных функциях и описаны 
далее. 
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1. Решения с мультипликативным разделе-
нием переменных: 

 

 
2

1 2 1 2
2

1 2

cos ( ) sin ( ) ,

( ) / ( )
при 0;

tu A kx B kx e

k c c e a a e
c c e



 



 

   

  

        (9) 

 

 
2

1 2 1 2
2

1 2

exp ( ) exp ( ) ,

( ) / ( )
при 0,

tu A kx B kx e

k c c e a a e
c c e



 



  

    

  

 

 

где A, B,  – произвольные постоянные. Заме-
тим, что эти решения являются частными слу-
чаями более сложных решений с мультиплика-
тивным разделением переменных u = (𝑥) (t). 

Решение (9) является периодическим по про-
странственной переменной x и затухает при 
t → ∞ (если   > 0). 

2. При некоторых ограничениях на парамет-
ры исходного уравнения существуют решения, 
которые являются периодическими по обеим 
независимым переменным х и t, вида 

 

u = [A1 cos (x) + B1 sin (𝑥)]  
 

 [A2 cos (t) + B2 sin (𝑡)], 
 

где A1, A2, B1, B2 –  произвольные постоянные, а 
константы  и  определяются из трансцен-
дентной системы уравнений 
 

2 + c1 + c2 cos () = [a1 + a2 cos ()]2, 
 

(c2 – a2 
2) sin () = 0. 

 

3. При некоторых ограничениях на парамет-
ры исходного уравнения существуют решения, 
периодические по времени t, вида 

 
u = [A1 ch (x) + B1 sh (x)]  

 

 [A2 cos (t)+ B2 sin (t)], 
 
где A1, A2, B1, B2 –  произвольные постоянные, а 
константы  и   определяются из трансцен-
дентной системы уравнений 
 

2 + c1 + c2 cos () = − [a1 + a2 cos ()] 2, 
 

(c2 + a2 
2) sin () = 0. 

 

4. Существуют другие решения, периодиче-
ские по времени t: 

 

u = e–x [A cos (t – x) + B sin (t – x)], 
 

где A, B,  – произвольные постоянные, а пара-
метры  и  могут быть выражены через  и па-
раметры исходного уравнения путем решения 

алгебраической системы уравнений, которая 
здесь не приводится. 

5. Имеются решения полиномиального вида 
по x (содержащие соответственно четные и не-
четные степени): 

 

2

0
( )

n
k

k
k

u A t x


    и    2 1

0
( ) .

n
k

k
k

u B t x 



  

 
Линейные начально-краевые задачи  

для уравнений типа Клейна–Гордона  
с постоянным запаздыванием 

 
Предварительные замечания. Отметим ос-

новное отличие при постановке начально-
краевой задачи для уравнений в частных произ-
водных с постоянным запаздыванием от более 
простых уравнений в частных производных без 
запаздывания. Дело в том, что начальные усло-
вия (начальные данные) в задачах для уравне-
ний с постоянным запаздыванием  > 0 необхо-
димо задавать на целом отрезке t0 −   t  t0  (а 
не в точке t = t0, как в  задачах без запаздыва-
ния). При этом искомое решение должно быть 
также непрерывно в точке t = t0. Чаще всего ис-
пользуется начальная точка t0 = 0, иногда встре-
чается t0 = . 

Граничные условия в начально-краевых за-
дачах для уравнений в частных производных с 
запаздыванием формулируются точно так же, 
как и для уравнений в частных производных без 
запаздывания. 

Решение линейных задач для уравнений в 
частных производных с запаздыванием можно 
вести с помощью метода разделения перемен-
ных или методов интегральных преобразований 
(по аналогии с задачами для линейных уравне-
ний в частных производных без запаздывания 
[42, 43]). 

Формулировки начально-краевых задач. 
Рассмотрим начально-краевую задачу для од-
номерного линейного однородного уравнения 
типа Клейна–Гордона с постоянными коэффи-
циентами и запаздыванием (7) при согласован-
ных начальных условиях общего вида 

 
( , ) при 0 , 0,

( , ) при 0 , 0,t t

u x t x h t

u x t x h t

       

       
    (10) 

 
и различных линейных однородных граничных 
условиях, которые запишем в компактной       
форме 
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1

2

Г [ ] 0 при 0, ;

Г [ ] 0 при , ;

u x t

u x h t

   

   
           (11) 

 

где 0 < h < . 
Наиболее распространенные однородные 

граничные условия приведены в табл. 1. В част-
ности, в случае граничных условий первого ро-
да в (11) надо взять Γ1 [u] = Γ2 [u] = u. 

Предполагается, что функция , входящая в 
начальные условия (10), непрерывно дифферен-
цируема по времени 𝑡, а входящие в граничные 
условия (11) линейные операторы Γ1,2 [𝑢] не за-
висят явно от времени 𝑡. Кроме того, считается, 
что начальные условия (10) и граничные усло-
вия (11) совместны, т. е. выполняются соотно-
шения 

 

 (0, t) = t (0, t) = 0,    (h, t) = t (ℎ, t) = 0. 
 

Замечание 2. Решение начально-краевой за-
дачи для линейного однородного уравнения ти-
па Клейна–Гордона (7) при a2 = c1 = 0 с одно-
родными граничными условиями первого рода 
(11) (при Γ1 [𝑢] = Γ2 = [u] = u) и начальными 
условиями (10) было получено методом разде-
ления переменных в [44]. 
 
Таблица 1. Наиболее распространенные однородные  

граничные условия на концах отрезка  0  x   ℎ 
 

№ Начально-краевая 
задача Граничные условия 

1 Первая u = 0  при x = 0 
u = 0  при x = ℎ 

2 Вторая ux = 0  при x = 0 
ux = 0  при x = ℎ 

3 Третья ux – k1u = 0  при x = 0 
ux + k2u = 0  при x = ℎ 

4 Смешанная u = 0  при x = 0 
ux = 0  при x = ℎ 

5 Смешанная ux = 0  при x = 0 
u = 0  при x = ℎ 

 
Построение решения начально-краевой 

задачи. Начнем с поиска частных решений ис-
ходного уравнения типа Клейна–Гордона с за-
паздыванием (7) в виде произведения функций 
разных аргументов 

 

Up = X(x) T(t).                    (12) 
 

Подставив (12) в (7), после элементарных пре-
образований получим: 

 

X (x) [T′′ (t) − c1T (t) − c2T (t − )] = 
 

= X′′(𝑥) [a1T (t) + a2T (t – )].             (13) 

 
Разделяя в этом уравнении переменные, при-

ходим к линейному ОДУ второго порядка и 
ОДУ второго порядка с постоянным запаздыва-
нием: 

 

X′′(𝑥) = – 2X (x),                     (14) 
 

T′′(t) = (c1 – a1
2 ) T(t) + (c2 – a2

2)T(t – ).   (15) 
 

Требуя, чтобы функция (12) удовлетворяла 
однородным граничным  условиям (11), прихо-
дим к однородным граничным условиям для 
функции 𝑋: 

 

1

2

Г [ ] 0 при 0,

Г [ ] 0 при .

X x

X x h

 

 
               (16) 

 
Нетривиальные решения X = Xn (x) линейной 

однородной задачи на собственные значения 
(14), (16) существуют только для дискретного 
набора  значений параметра : 

 

 = n ,   X = Xn (𝑥),   n = 1, 2, ... .       (17) 
 

Важно отметить, что собственные функции 
Xn (𝑥) и  Xm (𝑥) ортогональны в  том смысле, что 

 

0

( ) ( ) 0
h

n mX x X x dx    при   .n m       (18) 

 

Собственные значения и собственные функ-
ции для однородных линейных краевых задач, 
описываемых ОДУ (14), для пяти наиболее рас-
пространенных граничных условий приведены 
в табл. 2. 

Подставив собственные значения  = n в 
(15), получим соответствующие  ОДУ с запаз-
дыванием для функций 𝑇n (𝑡): 

 

2
1 1

2
2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ).
n n

n

T t c a T t

c a T t

    

    
                 (19) 

 

Решение линейной начально-краевой задачи 
для исходного уравнения типа Клейна–Гордона 
с запаздыванием (7) с начальными условиями 
(10) и однородными граничными условиями 
(11) ищем в виде ряда 

 

1
( , ) ( ) ( ),n n

n
u x t X x T t





                 (20) 

 

где функции ( , ) ( ) ( )n n nu x t X x T t  – частные ре-
шения уравнения (7), удовлетворяющие одно-
родным граничным условиям (11). 

 



В.Г. Сорокин 
 

– 215 – 

Таблица 2. Собственные функции в задачах на собственные значения, описываемые однородным ОДУ 
xxX   −2 Х с наиболее распространенными однородными граничными условиями на концах отрезка  0   x   h 

 

№ 
Начально-

краевая  
задача 

Граничные  условия Собственные значения и собственные  функции 
Xn = Xn (𝑥),  n = 1, 2, … 

1 Первая X = 0 при  x = 0 
X = 0 при  x = ℎ n = n/h;  sinn

nxX
h
 

  
 

 

2 Вторая 
X′x = 0  при x = 0 
X′x = 0  при  x = h 

0 = 0,  n = n/h; 

X0 = 1,   cosn
nxX
h
 

  
 

 

3 Третья 
X′x − k1X = 0   при   x = 0 
X′x + k2X = 0   при  x = h 

n – корни трансцендентного уравнения; 
1 2

2
1 2

tg ( ) , ( 0);n
h k k

k k
 

  
  

 

1cos ( ) sin ( )n n n
n

kX x x   


 

4 Смешанная 
X = 0   при  x = 0 
X′x = 0  при x = h 

(2 1) (2 1); sin
2 2n n
n n xX
h h

   
    

5 Смешанная 
X′x = 0  при  x = 0 
X = 0  при x = h 

(2 1) (2 1); cos
2 2n n
n n xX
h h

   
    

 
Чтобы найти начальные условия для ОДУ 

второго порядка с запаздыванием (19), предста-
вим начальные условия (10) в виде разложения 
по собственным функциям: 

 

1
( , ) Ф ( ) ( ),

0 , 0.

n n
n

x t t X x

x h t





 

     

               (21) 

 

Умножая (21) на Xm (x) (m = 1, 2, ...), инте-
грируя по пространственной переменной x от 0 
до ℎ и учитывая условия ортогональности (18), 
имеем 

2
0

2 2

0

1Ф ( ) ( , ) ( ) ,

( ) .

h

n n
n

h

n n

t t X d
X

X X d

    

  





          (22) 

 
Из условий (10) и соотношений (20) и (21) 

получаем начальные условия для ОДУ второго 
порядка с запаздыванием (19) в виде 
 

( ) Ф ( ), ( ) Ф ( )
при 0.

n n n nT t t T t t
t
  

   
          (23) 

 
где функции Ф ( )n t  определяются формулами 
(22). 

Для удобства представления аналитического 
решения задачи типа Коши для ОДУ второго 
порядка с запаздыванием (19) и начальными 
данными введем обозначения 

 

2 2
1 1 2 2, .a c c a              (24) 

 

Зафиксируя и опуская индекс 𝑛 запишем: 
 

2( ) ( ) ( ),

( ) Ф( ), ( ) Ф ( ) при 0,

T t T t T t

T t t T t t t

     

      
 (25) 

 

где  и  определяются формулами (24). 
При 1

2 > c1, как показано в [44], решение 
задачи Коши (25) в области t >  можно выра-
зить через решения двух более простых задач 
по формуле  

 

1

1 2

1 2 2
0

Ф( ) (0) Ф ( ) (0)( ) ( )
1 1

( ) ( )
1 1

( ) ( ) ( ) , ,
1

T t T t

T t T t

T t T t t dt


      
  

   

  
    

    

  
     

   


  (26) 

 
где T1(t) и T2(t) – решения задачи (25), соответ-
ственно, при Φ(t) ≡ 1 и Φ(t) ≡ t. 
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Ниже приведены входящие в (26) вспомога-
тельные функции T1(t) и T2(t), которые были 
получены методом шагов в [44]. 

1. На отрезке 𝑚  t  (m + 1)  решение за-
дачи (25) при Φ(t) ≡ 1 можно представить в виде 

 

 

1
1

1 ,
1 0

( ) (1 )

( ) 1cos ( ) ,
! 2

m k
m k

k n
k n

n

T t A

t k
t k n

n




 

      

    
      

 

 
    (27) 

где 2 ,
 


 а постоянные ,k nA   определяются по 

формулам 
1

2
,0 , 2

0
1, 2 ,

2
1 ,

k n
jn j

k k n n j
j

nA A C
n j

n k

 
 




 


 

    (28) 

где !
!( )!

j
n

nC
j n j




 – биномиальные коэффици-

енты. Отметим, что ,0 1.k nA   
2. На отрезке  ( 1)m t m      решение зада-

чи (25) при Φ(𝑡) ≡ t можно представить в виде 
 

 

 

1
1

2 ,
1 0

1
1

,
1 0

( ) ( )

( ) 1cos ( )
! 2

( )1
!

1sin ( ) ,
2

m k
m k

k n
k n

n

nm k
k

k n
k n

T t t m A

t k
t k n

n
t k

B
n

t k n




 




 

       

    
       

 

   
  



 
      

 

 

 

   (29) 

где 2 ,
 


 постоянные ,k nA  вычисляются  по 

формулам (28), а постоянные ,k nB  определяют-
ся так: 

1
1 2 1 2

,0 2 ,
0

2 2( )

( )2 , 2
2

, 1 .

k n
k k n k

k k k n
j

j k n j
n j k n j

n k n jB k C B
n j

C C n k

 
  



 
  

 
  



  



 
После определения функций Тn (t) решение 

исходной задачи (7), (10),  (11) определяется 
рядом (20), в котором собственные функции 
Xn (x) и собственные значения n для пяти 
наиболее распространенных граничных условий 
берутся из табл. 2. 

Замечание 3. Можно показать [45], что 
начально-краевые задачи для уравнений типа 
Клейна–Гордона (7) с начальными данными 

(10) и граничными условиями (11) при выпол-
нении неравенства 2 1a a  некорректны по 
Адамару. 

Замечание 4. В [44] было получено аналити-
ческое решение начально-краевой задачи для 
одномерного  линейного  однородного  уравне-
ния типа  Клейна–Гордона с постоянным запаз-
дыванием   (7)   при   2 1 0a c     с   однородны-
ми граничными условиями первого рода 

0 0.x x hu u
 
   

 
ЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ТИПА КЛЕЙНА – ГОРДОНА  
С ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫМ  

ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 
 

Точные решения простейшего вида 

 

Линейные однородные уравнения типа 
Клейна–Гордона с пропорциональным запазды-
ванием 

 

1 2 1 2 , ( , )tt xx xxu a u a w c u c w w u x pt       (30) 
 

допускают точные решения, которые выража-
ются в элементарных функциях и описаны     
ниже. 

1. Решение с мультипликативным разделени-
ем переменных, периодическое по x: 

 

 cos ( ) sin ( ) ( ),u A kx B kx t    
 

где A, B, k – произвольные постоянные, а функ-
ция  = (t) описывается линейным ОДУ второ-
го порядка с пропорциональным запаздыванием 

 

2 2
1 1 2 2( ) ( ) , ( ).tt c a k c a k pt           (31) 

 

Это ОДУ допускает аналитическое решение 
в виде степенного ряда [46, с. 33]: 

 

2 2 1
2 2 1

1 1
( ) 1 ,n n

n n
n n

u t A t B t t
 




 

   
        

   
    (32) 

1
2

2
0

1
2 1

2 1
0

2 2
1 1 2 2

1 ( ),
(2 )!

1 ( ),
(2 1)!

, .

n
k

n
k

n
k

n
k

p
n

p
n

c a k c a k












   

   


     



           (33) 

 
2. Решение с мультипликативным разделени-

ем переменных: 
 

[ ch ( ) sh ( )] ( ),u A kx B kx t    
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где A, B, k – произвольные постоянные, а функ-
ция ϕ = ϕ(t) описывается линейным ОДУ второ-
го порядка с пропорциональным запаздыванием 

 
2 2

1 1 2 2( ) ( ) ,
( ).

tt c a k c a k
pt

′′ϕ = + ϕ + + ϕ
ϕ = ϕ

 

 

Это ОДУ допускает аналитическое решение 
в виде степенного ряда (32)–(33), где 

2 2
1 1 2 2, .c a k c a kα = + β = +  

3. Решение с аддитивным разделением пере-
менных: 

( ) ( ),u x t= ϕ + ψ  
 

где функции ( )xϕ = ϕ  и ( )tψ = ψ  описываются, 
соответственно, линейным ОДУ второго поряд-
ка и ОДУ второго порядка с пропорциональным 
запаздыванием 

 

1 2 1 2

1 2

( ) ( ) 0,

, ( ).
xx

tt

a a c c

c c pt

′′+ ϕ + + ϕ =

′′ψ = ψ + ψ ψ = ψ
 

 

4. Имеются решения полиномиального вида 
по x (содержащие, соответственно, четные и 
нечетные степени): 

2

0
( )

n
k

k
k

u A t x
=

=    и   2 1

0
( ) .

n
k

k
k

u B t x +

=
=  

 
Линейные начально-краевые задачи  
для уравнений типа Клейна–Гордона  
с пропорциональным запаздыванием 

 
Формулировки начально-краевых задач. 

Рассмотрим начально-краевую задачу для ис-
ходного уравнения типа Клейна–Гордона с про-
порциональным запаздыванием (30) с началь-
ными условиями общего вида 
 

( ) или 0,
( ) при 0t

u x t
u x t

= ϕ =
= ψ =

                   (34) 

 

и различными линейными однородными гра-
ничными условиями, которые для удобства за-
пишем в компактной форме 
 

1

2

Г [ ] 0 при 0,

Г [ ] 0 при ,

u x

u x h

= =

= =
                  (35) 

 
где 0 < ℎ < ∞. Наиболее распространенные гра-
ничные условия приведены в табл. 1. В частно-
сти, в случае граничных условий первого рода в 
(35) надо взять Γ1 [u] = Γ2 [u] = u. 

Отметим, что начальные условия для урав-
нений с пропорциональным запаздыванием за-

даются в точке, как и для уравнений без запаз-
дывания, в отличие от уравнений с постоянным 
запаздыванием, для которых начальные условия 
задаются на отрезке. 

Построение решения начально-краевой 
задачи. Частные решения исходного уравнения 
ищем в виде произведения функций разных ар-
гументов ( ) ( ).pu X x T t=  Используя стандарт-
ную процедуру разделения переменных, прихо-
дим к линейному ОДУ второго порядка и ОДУ 
второго порядка с пропорциональным запазды-
ванием: 

2( ) ( ),X x X x′′ = −λ                     (36) 
 

2 2
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ).T t c a T t c a T pt′′ = − λ + − λ     (37)                   

 

Требуя, чтобы функция up = 𝑋(𝑥)T(𝑡) удовле-
творяла однородным граничным условиям (35), 
получим однородные граничные условия для 
функции X:  

 

1

2

Г [ ] 0 при 0,

Г [ ] 0 при .

X x

X x h

= =

= =
                (38) 

 

Нетривиальные решения X = Xn(𝑥) линейной 
однородной задачи на собственные значения 
(36), (38) существуют только для дискретного 
набора  значений параметра λ: 

 

, ( ), 1, 2, ...n nX X x nλ = λ = = .       (39) 
 

Собственные значения и собственные функ-
ции однородных линейных краевых задач, опи-
сываемых ОДУ (36), для пяти наиболее распро-
страненных граничных условий, приведены в 
табл. 2. 

Подставив собственные значения nλ = λ  в 
(37), получим соответствующие ОДУ с пропор-
циональным запаздыванием для функций 

( ).nT T t=  
Используя принцип линейной суперпозиции, 

ищем решение линейной начально-краевой за-
дачи для исходного уравнения (30) с начальны-
ми и граничными условиями (34) и (35) в виде 
ряда 

1
( , ) ( ) ( ),n n

n
u x t T t X x

∞

=
=                (40) 

 

где функции ( )nT t  описываются уравнением 
(37) при nλ = λ . По построению ряд (40) удо-
влетворяет исходному уравнению (30) и одно-
родным граничным условиям (35). 

Чтобы найти начальные условия для ОДУ 
второго порядка с пропорциональным запазды-
ванием (37), функции ϕ(x) и ψ(x), входящие в 
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начальные условия (34), представим в виде раз-
ложений по собственным функциям: 

 

1 1

2
0

2
0

( ) ( ), ( ) ( ),

1 ( ) ( ) ,

1 ( ) ( ) ,

n n n n
n n

h

n n
n

h

n n
n

x A X x x B X x

A X d
X

B X d
X

 

 

   

    

    

 





    (41) 

 

где 2 2

0

( ) .
h

n nX X d    Из соотношений (40) и 

(41) получим начальные условия для ОДУ с 
пропорциональным запаздыванием (37): 

 

(0) , (0) .n n n nT A T B                  (42) 
 

Линейное ОДУ второго порядка с пропорци-
ональным запаздыванием (37) с точностью до 
обозначений совпадает с уравнением (31), ана-
литическое решение которого имеет вид (32)–
(33) и удовлетворяет начальным условиям (42). 
Учитывая изложенное, можно представить ре-
шение линейной задачи (37), (42) в виде линей-
ной комбинации двух степенных рядов: 

 

2
,2

1

2 1
,2 1

1

( ) 1

,

m
n n n m

m

m
n n m

m

T t A t

B t t












 
    

 

 
   

 





              (43) 

где 
1

2
,2

0
1

2 1
,2 1

0
2 2

1 1 2 2

1 ( ),
(2 )!

1 ( ),
(2 1)!

, .

m
k

n m n n
k

m
k

n m n n
k

n n n n

p
m

p
m

c a c a











   

   


       



         (44) 

 

При 0 < р < 1 оба ряда в (44) имеют беско-
нечный радиус сходимости. 

Подставив выражения (43) в (40), получим 
решение рассматриваемой  начально-краевой 
задачи (30), (34), (35) в виде 

 

2
,2

1 1

2 1
,2 1

1

( , ) 1

( ).

m
n n m

n m

m
n n m n

m

u x t A t

B t t X x

 

 








  
     

  

 
    

 

 



      (45) 

Решения начально-краевых задач для исход-
ного уравнения типа Клейна–Гордона с про-
порциональным запаздыванием (30) с пятью 

граничными условиями, представленными в 
табл. 1, могут быть получены по формулам (41) 
для An и  Bn, (44) для n,2m и n,2m+1 и (45), где 
соответствующие собственные значения n и 
собственные функции Xn (𝑥) берутся из табл. 2. 
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The paper deals with one-dimensional linear homogeneous Klein–Gordon type equations with constant and 

proportional delay, which, in addition to the desired functions 𝑢(x, 𝑡), contain functions with constant delay of the 
form 𝑢(x, t – ), where  > 0 is the constant delay, and functions with proportional delay of the form 𝑢(x, 𝑝𝑡), 
where p is the proportionality coefficient. Exact solutions of such equations expressed in elementary functions are 
given. Initial boundary value problems with general initial data and homogeneous boundary conditions of the first, 
second and third kind, as well as mixed boundary conditions, are formulated. A detailed description of solving 
these problems using the method of separation of variables is provided. As a result, analytical formulas for solu-
tions of initial boundary value problems for linear homogeneous Klein-Gordon type equations with constant and 
proportional delay are obtained.  

 
Keywords: linear homogeneous Klein–Gordon equations, partial differential equations with delay, initial-
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