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Исследуются нелинейные нестационарные уравнения математической физики с тремя независимыми 

переменными, которые содержат первую производную по времени и квадратичную комбинацию вторых 

производных по пространственным переменным типа Монжа – Ампера. Отдельные уравнения такого типа 

встречаются, например, в электронной магнитной гидродинамике и дифференциальной геометрии. В дан-

ной работе описано одиннадцатипараметрическое преобразование, сохраняющее вид исследуемого класса 

нелинейных уравнений. Рассмотрены двумерные и одномерные редукции, приводящие к более простым 

уравнениям в частных производных с двумя независимыми переменными или обыкновенным дифференци-

альным уравнениям. Получены автомодельные и другие инвариантные решения. Методами обобщенного 

разделения переменных построен ряд новых точных решений, многие из которых выражаются через эле-

ментарные функции.  
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ВВЕДЕНИЕ 

 

1. В плазменной электронной магнитной 

гидродинамике встречается нелинейное неста-

ционарное уравнение математической физики 

типа Монжа – Ампера [1–3]: 
 

2 .t xx yy xyu u u u                        (1) 
 

В [4] были получены точные решения урав-

нения (1) в виде произведения функций разных 

аргументов: ( ) ( ) ( ).u X x Y y T t  В [5] описано 

многопараметрическое преобразование, сохра-

няющее вид уравнения (1), а также двумерные и 

одномерные редукции, приводящие его к более 

простым уравнениям в частных производных с 

двумя независимыми переменными (в том чис-

ле к стационарным уравнениям типа Монжа – 

Ампера, нестационарным уравнениям тепло-

проводности и уравнениям нелинейной теории 

фильтрации) или обыкновенным дифференци-

альным уравнениям. Кроме того, методами 

обобщенного разделения переменных в [5] бы-

ли построены точные решения, многие из кото-

рых допускают представление в элементарных 

функциях. В стационарном случае уравнение 

(1) вырождается в однородное уравнение Мон-

жа – Ампера, общее решение которого можно 

представить в параметрической форме [6]. Пре-

образования и точные решения этого и род-

ственных стационарных уравнений типа Монжа 

– Ампера, которые возникают в газовой дина-

мике (см., например, [7–9]), можно найти [9–

11]. 

2. В данной работе будет анализироваться 

обобщенное уравнение магнитной гидродина-

мики с нелинейностью типа Монжа – Ампера 
 

2 ( ) ,m
xx yy xy tu u u u                      (2) 

 

где m и  – некоторые постоянные. Уравнение 

(2) в частном случае 1m  переходит в 

уравнение электронной магнитной гидродина-

мики (1).  

При m = −1 нестационарное уравнение типа 

Монжа – Ампера (2) и его обобщение на случай 

многих переменных, когда левая часть заменя-

ется на det[ ],
i jx xu  рассматривались во многих 

работах (см., например, [12–17]), в которых ис-

следовались вопросы существования и един-

ственности решений для различных внутренних 

и внешних начально-краевых задач. К нелиней-
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ным уравнениям вида (2) сводятся также неко-

торые имеющие геометрические приложения 

параболические уравнения Монжа – Ампера 

[18–21]. 

3. Методы построения решений дифферен-

циальных уравнений, основанные на упроще-

нии уравнений, обычно называются редукция-

ми. Наиболее важными для нелинейных урав-

нений математической физики являются одно-

мерные редукции, используя которые, удается 

представить их решения в терминах решений 

гораздо более простых обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений (ОДУ). В данной рабо-

те под точными решениями нелинейных урав-

нений математической физики понимаются ре-

шения, которые выражаются: 

(i) через элементарные функции; 

(ii) в квадратурах (с помощью элементарных 

функций и неопределенных интегралов); 

(iii) через решения ОДУ или систем ОДУ.  

Отметим, что на практике точные решения 

нелинейных уравнений математической физики 

с частными производными используются для 

формулировки тестовых задач, предназначен-

ных для оценки точности и верификации чис-

ленных и приближенных аналитических мето-

дов. 

Редукции и точные решения нелинейных 

уравнений с частными производными чаще все-

го строятся с использованием методов группо-

вого анализа [10, 22, 23], методов обобщенного 

и функционального разделения переменных [11, 

24–26], метода дифференциальных связей [11, 

25–27] и некоторых других аналитических ме-

тодов [11, 26, 28–30].  

В данной работе для поиска точных решений 

обобщенного уравнения магнитной гидродина-

мики (2) в основном использованы различные 

модификации метода обобщенного разделения 

переменных [11, 24–26] и приведенные в [11] 

точные решения более простых, чем исходное, 

промежуточных редуцированных уравнений с 

меньшим числом независимых переменных. 

Особое внимание уделяется построению про-

стых точных решений, которые выражаются 

через элементарные функции. Отметим, что 

наличие нелинейности в правой части (2) суще-

ственно усложняет анализ этого уравнения. 

 

НЕКОТОРЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
 

1. При m  2 преобразование 
 

1 1 1 2 2 2, ,x a x b y c y a x b y c       

2

2

3 3 3

2
1 2 2 1 1 2 2 1

, ,

, 0,
m

m

m

t pt q u ku a x b y c

k a b a b p a b a b
 



     

   

 (3) 

 

где a1, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3, p, q – произволь-

ные постоянные, приводит исходное уравнение 

(2) к уравнению точно такого же вида.  

Одиннадцатипараметрическое инвариантное 

преобразование (3) позволяет с помощью более 

простых частных решений уравнения (2) стро-

ить его более сложные точные решения. А 

именно, если u = Φ (x, y, t) – решение уравнения 

(2), то функция  
 

1 1 1 2 2 2

4 4 4

1
Ф( , , )

,

u a x b y c a x b y c pt q
k

a x b y c

      

    

2
221 2 2 1 , 2,

m

mmk a b a b p k


    

 

где а4 = −a3/k, b4 = −b3/k, c4 = −c3/k – новые про-

извольные постоянные, также является решени-

ем этого уравнения.  

2. При m = 2 преобразование 
 

1 1 1,х a x b y c    2 2 2 ,y a x b y c     

,t pt q   3 3 3,u ku a x b y c           (4) 

1 2 2 1 ,р a b a b    1 2 2 1 0,a b a b   
 

где a1, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3, k, q – произволь-

ные постоянные, приводит исходное уравнение 

(2) к уравнению точно такого же вида.  

3. В полярных координатах r, , где 

x = r cos , y = r sin , исходное уравнение (2) 

принимает вид  
 

22 1( ) ( ) ( ) .m
rr r r tr u u ru r u u 

 
    
      (5) 

 

Это уравнение будет использовано далее для 

построения точных решений рассматриваемого 

уравнения. 

4. В эллиптических координатах r, , где 

x = ar cos , y = br sin  (a и b – положительные 

константы), уравнение (2) записывается так: 
 

22 1 2( ) ( ) ( ) ( ) .m
rr r r tr u u ru r u ab u 

 
    
    (6) 

 

Видно, что уравнение (6) отличается от 

уравнения (5) только переобозначением коэф-

фициента . 
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ДВУМЕРНЫЕ И ОДНОМЕРНЫЕ РЕДУКЦИИ, 

ОСНОВАННЫЕ НА ИНВАРИАНТНЫХ  

ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ 

 

1. Переходя в (2) к переменным типа бегу-

щей волны  
 

u = U(, ),    = x + 1 ,a t    = y + 2 ,a t        (7) 
 

где 1a  и 2a – произвольные постоянные, при-

ходим к двумерному уравнению типа Монжа – 

Ампера 
 

2
1 2( ) ,mU U U a U a U                (8) 

 

которое не зависит явно от новых переменных  
и . 

 2. При m  2, переходя в (2) к переменным 

автомодельного типа 
 

2 2

2 ( , ), , ,

m

mu t U xt yt

 

            
 
(9) 

 

где  и  – произвольные постоянные, получим 

двумерное уравнение типа Монжа – Ампера с 

переменными коэффициентами при младших 

производных: 
2

2 2
.

2

m

U U U

m
U U U

m

  

 

 

    
     

 

    (10) 

 

Эквивалентную форму представления реше-

ния можно получить из (9), взяв вместо второго 

аргумента комбинацию обоих аргументов 

,x y         что приводит к двумерному 

решению вида 
 

2 2

2 ( , ), , .

m

mu t U xt y х

 

           (11) 
 

Замечание 1. Подставляя  =  = 0 в (9), при-

ходим к двумерному решению с мультиплика-

тивным разделением переменных:  

2 ( , ).

m

mu t U х у  
 

3. При m  2, переходя в (2) к переменным 

предельного автомодельного типа  
 

2( )
exp ( , ),

2

exp( ), exp( ),

u t U
m

x t y t

  
    

     

         
 
(12) 

 

где  и  – произвольные постоянные, получим 

другое двумерное уравнение типа Монжа – Ам-

пера с переменными коэффициентами при 

младших производных: 
 

2

2( )
.

2

m

U U U

U U U
m

  

 

 

  
     

 

     
 
(13) 

 

Эквивалентную форму представления реше-

ния можно получить из (12), взяв вместо второ-

го аргумента комбинацию обоих аргументов 

,x y         что приводит к двумерному 

решению вида  

 

2( )
exp ( , ),

2

exp( ), .

u t U
m

x t y х 

  
    

    

            
 
(14) 

 

4. При m  2, переходя в (2) к инвариантным 

переменным 

2

1 2

( , ),

ln , ln ,

m

mu t U

x t y t

  

       

          
 
(15) 

 

где 1 и 2 – произвольные постоянные, полу-

чим еще одно двумерное уравнение типа Мон-

жа – Ампера с постоянными коэффициентами:  
 

2
1 2 .

2

m
m

U U U U U U
m

    
 

       
 

 (16) 

 

5. Уравнение (2) при m  2 с использованием 

инвариантных переменных 
 

2

2 ( , ),

ln , ln ,

mu x U

t x y x

  

      

            (17) 

 

где  и  – произвольные постоянные, редуци-

руется к двумерному уравнению, которое здесь 

опускается. Значениям  =  = 0 соответствует 

решение с мультипликативным разделением 

переменных. 

6. Уравнение (2) при m  2 с использованием 

инвариантных переменных 
 

2
exp ( , ),

2

exp( ), exp( ),

m
u x U

m

t x y x

   
   

 

     

           (18) 

 

редуцируется к двумерному уравнению, кото-

рое здесь опускается. 

7. Уравнение (2) при m  2 с использованием 

инвариантных переменных разного типа 
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2
exp ( , ),

2

, exp( ),

u x U
m

t x y x

 
   

 

     

             

 

(19) 

 

редуцируется к двумерному уравнению, кото-

рое здесь опускается. 

8. При m = 2 имеются решения с мультипли-

кативным разделением переменных вида  
 

( , ),tu e U x y                         (20) 
 

где  – произвольная постоянная, а функция 

U = U (x, y) описывается двумерным уравне-

нием  
2 2 2.xx yy xyU U U U    

 

9. При m = 2 имеются другие решения с 

мультипликативным разделением переменных  
 

( , ).xu e U y t                         (21) 
 

где  – произвольная постоянная, а функция 

U = U (y, t) описывается двумерным уравнением  
 

2 2 2.yy y tUU U U    
 

Замечание 2. Более сложные двумерные ре-

дукции уравнения (2) можно получить, заменив 

в (7), (9), (12), (15), (17)–(21) пространственные 

переменные их произвольными линейными 

комбинациями по правилу 1 1x a x b y   и 

2 2 .y a x b y   

10. Одномерные редукции и точные решения 

можно получить, например, используя двумер-

ные редукции. Проиллюстрируем сказанное на 

нескольких конкретных примерах.  

В представлении (11) будем считать, что 

функция V зависит только от второго аргумента. 

В результате приходим к одномерному инвари-

антному решению  
 

2 2

2 ( ), .

m

mu t V y х

 

    
          (22) 

 

Параметры  и  выбираются так, чтобы по-

сле подстановки выражения (22) в исходное 

уравнение (2) получилось ОДУ для функции 

( )V V  . 

В представлении (14) будем считать, что 

функция V зависит только от второго аргумента. 

В результате приходим к одномерному инвари-

антному решению 
 

2( )
exp ( ), .

2
u t V y х

m

   
     

     

 

(23) 

 

Параметры  и  выбираются так, чтобы по-

сле подстановки выражения (23) в исходное 

уравнение (2) получилось ОДУ для функции 

( ).V V   

При m = 2 имеется решение вида   
 

1 1 1 2 2 2exp( ) ( ), ,u a x b y c t U a x b y c t         
 

где a1, a2, b1, b2, c1, c2 – произвольные постоян-

ные, а функция ( )U U   удовлетворяет авто-

номному ОДУ 
 

   

2

22

1 2 2 1 1 2

( )

.

UU U

а b а b с U с U

 





  

   
         (24) 

 

Уравнение (24) при c1 = 0 легко интегрирует-

ся и имеет простое решение:  
 

 
2

1 2 2 1

2
2

( ) , ,k a b a b
U A B k

c

 
   


 

 

где A, B – произвольные постоянные.  

При c2 = 0 общее решение уравнения (24) да-

ется формулой  
 

 
22 2

1 1 2 2 1

1
exp( ), ,

2
U A B c a b a b


         

 

где A, B – произвольные постоянные. 

 

РЕДУКЦИИ С АДДИТИВНЫМ  

РАЗДЕЛЕНИЕМ ПЕРЕМЕННЫХ,  

ВЕДУЩИЕ К СТАЦИОНАРНЫМ  

УРАВНЕНИЯМ МОНЖА – АМПЕРА 

 

1. Уравнение (2) имеет решения с аддитив-

ным разделением переменных вида 
 

( , ),u At w x y                      (25) 
 

где A – произвольная постоянная, а функция w 
описывается неоднородным уравнением Мон-

жа – Ампера с постоянной правой частью:  
 

2 .m
xx yy xyw w w A                   (26) 

 

2. Нетрудно проверить, что уравнение (2) 

допускает точное решение с аддитивным разде-

лением переменных вида (25), которое выража-

ется в элементарных функциях: 
 

 2 2 2
1 2 2

1

4 5 6

1

4

,

тu С х С ху А С у
С

С х С у Аt С

     

   

    (27) 
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где A, C1, ..., C5 (C1  0) – произвольные посто-

янные. 

3. Используя результаты [11], можно полу-

чить, например, следующие точные решения 

вида (25) уравнения (2): 
 

 

 

1 2
2

1 2 3 4 5 ,

тА
u Аt х С х С у

С

С х С у С х С у С


   

    
 

 

2
2 3

2 3
1 2

3 2
1 4 5 6

2

1

4

3 ,
12

т

С
u Аt С у С у

х С С

А
х С х С у С х С

С

 
        


    

 

 
3/2

2 2
1 2 3

1 2

4 5 6

2

3

,

тА
u Аt С х С у С

С С

С х С у С


    

  

 

 

где C1, ..., C6 – произвольные постоянные,  = 

= (𝑧) – произвольная функция. 

Замечание 3. При  0mA   общее решение 

неоднородного уравнения Монжа – Ампера (26) 

можно представить в параметрическом виде [6, 

11]. 

4. Уравнение (2) допускает более сложные, 

чем (25), решения с обобщенным разделением 

переменных вида 
 

( ) ( , ),u ax by c t w x y                  (28) 
 

где a, b, c – произвольные постоянные, а функ-

ция w описывается неоднородным уравнением 

Монжа – Ампера с переменной правой частью: 
 

2 ( ) .m
xx yy xyw w w ax by c              (29) 

 

При a = 1, b = c = 0 уравнение (29) имеет, 

например, следующие точные решения с обоб-

щенным разделением переменных: 
 

 
2

2
1

2
,

2

m

w x y С y x
m




    


 
2

2 22
1 2

1

2
3 4 5

1

4

,
2 ( 1)( 2)

m

С
w С у С xу x

С

x С х С у С
С m m



   


   

 

 

2
2 2

1 2
1

3
3 4 5

1

1

4

,
2 ( 2)( 3)

m

С
w С у С у

х С

x С х С у С
С m m



 
     

 


   

 

 

 

где (x) – произвольная функция; C1, ..., C5 – 

произвольные постоянные. 

 

 

 

РЕДУКЦИИ С МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМ 

РАЗДЕЛЕНИЕМ ПЕРЕМЕННЫХ,  

ВЕДУЩИЕ К СТАЦИОНАРНЫМ  

УРАВНЕНИЯМ МОНЖА – АМПЕРА 

 

1. Уравнение (2) при m  2 имеет решения с 

мультипликативным разделением переменных:  
 

2( ) ( , ),

m

mu t А U х у 
                (30) 

 

где A – произвольная постоянная, а функция  

( , )U U x y  описывается стационарным урав-

нением Монжа – Ампера 
 

2 .
2

т
т

xx yy xy

т
U U U U

т

 
   

 
  

       
(31) 

 

Уравнение (31), в свою очередь, допускает 

решение с мультипликативным разделением 

переменных  
2

2 ( ),тU х у   
 

где ( )y  удовлетворяет автономному ОДУ:  

 

 
222 4( ) 2 .

2

m
m

yy y

m
m т

m

 
        

 
 

 

Подстановка 2( ) ( )yZ     приводит это 

уравнение к линейному ОДУ первого порядка: 
 

 
2

4 2 ,
2

m
mm

m Z Z т
m


 

      
 

 

 

которое легко интегрируется. 

2. Уравнение (2) при m = 2 допускает реше-

ние с мультипликативным разделением пере-

менных:  

( , ),tu e U x y                       (32) 
 

где  – произвольная постоянная, а функция 

( , )U U x y  описывается стационарным урав-

нением Монжа – Ампера 
 

2 2 2.xx yy xyU U U U                 (33) 
 

Уравнение (33) допускает решение с муль-

типликативным разделением переменных: 
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2

2
1 2

1
( ), exp ,

2

хU С е у y C y
  

       
   

 

 

где 1C  и 2C  – произвольные постоянные. 

 

РЕДУКЦИЯ С ОБОБЩЕННЫМ  

РАЗДЕЛЕНИЕМ ПЕРЕМЕННЫХ,  

ПРИВОДЯЩАЯ К ДВУМЕРНОМУ  

НЕСТАЦИОНАРНОМУ УРАВНЕНИЮ 

 

1. Уравнение (2) допускает решения с обоб-

щенным разделением переменных вида 
 

2 2 21 1
( , ),

2 2
u y axy a x by U x t           (34) 

 

где a, b – произвольные постоянные, а функция 

( , )U U x t  описывается сравнительно простым 

нелинейным уравнением 
 

.m
xx tU U                       

  

(35) 
 

Для уравнения магнитной гидродинамики 

(1), что соответствует 1,m     редуцирован-

ное уравнение (35) является линейным уравне-

нием теплопроводности.  

Некоторые точные решения уравнения (35) 

описаны ниже. 

2. Уравнение (35) имеет простое решение c 

аддитивным разделением переменных: 
 

21
,

2

mU At A x Bx C      

 

где A, B, C – произвольные постоянные. 

3. Уравнение (35) имеет точное решение в 

виде произведения функций разных аргументов 

( ) ( ),U T t X x  в том числе простое решение:  
 

2

1 1
1 2

1
2 1

( ) ( ) ,

2( 1)( 1)
,

m

m т

т т

т

U A t С x C

т т
А

т

 

 

  

  
  

 

 

 

где 1C  и 2C  – произвольные постоянные. 

4. Уравнение (35) имеет решение типа бегу-

щей волны:  

( ), ,U U z z x t    
 

где  – произвольная постоянная, а функция 

( )U z  описывается простым автономным ОДУ  
 

( ) ,m m
zz zU U    

 

общее решение которого при m  1, 2 определя-

ется формулой  
2

1
1 2

1
(1 ) ,

(2 )

m
т m

т
U т z C C

т



     
  

 

 

где 1C  и 2C  – произвольные постоянные. 

Уравнение (35) имеет также более общее 

решение вида  
 

2 ( ), ,u ax bx ct U z z x t         
 

где a, b, c,  – произвольные постоянные, а 

функция ( )U z  описывается автономным ОДУ 
 

( ) 2 .m
zz zU U c a       

 

5. Уравнение (35) допускает автомодельное 

решение 
2

1 ( ), ,

m

mU t V хt

 

     
 

где функция ( )V   описывается неавтономным 

ОДУ 

2
.

1

m
т

V V V
m

 

  
    

 
 

 

6. Уравнение (35) имеет инвариантное реше-

ние вида  

1 ( ), ln ,

m

mU t z z x t      

         

(36) 
 

где  – произвольная постоянная, а функция 

 = (z) описывается автономным ОДУ 
 

.
1

m

zz z

т

m

 
      

 
 

 

Общее решение этого уравнения при  = 0, 

что соответствует решению с мультипликатив-

ным разделением переменных (36), можно 

представить в неявной форме. 

7. Уравнение (35) имеет другое инвариант-

ное решение вида  
 

2
ехр ( ), exp( ),

1
U t W x t

m

 
     

 
      (37) 

 

где  – произвольная постоянная, а функция 

( )W W   описывается неавтономным ОДУ  
 

2
.

1

m

W W W
m

 

 
    

 
 

 

8. Уравнение (35) при m = −1 с помощью 

преобразования Эйлера [11] 
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( , ) ( , ) , , / ,U x t w x x w t          
 

приводится к линейному уравнению теплопро-

водности  

.w w    

 
РЕДУКЦИЯ К СТАЦИОНАРНОМУ  

УРАВНЕНИЮ МОНЖА – АМПЕРА  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПЕРЕМЕННЫХ  

ТИПА БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ 

 
1. Уравнение (2) допускает решения с обоб-

щенным разделением переменных комбиниро-

ванного типа 
 

2 2
1 2 3

4 5 6

1 1 1 2 2 2

( , ),

, ,

u C x C xy C y

C x C y C t U

a x b y t a x b y t

   

     

         

   (38) 

 

где ,iC  ,ja  ,ib  j  (i = 1, ..., 6; j = 1, 2) – про-

извольные постоянные;  и  – новые перемен-

ные типа бегущей волны, а функция 

U = U (, ) описывается стационарным урав-

нением типа Монжа – Ампера 
 

2 2
1 2 1 2

2 2
1 3 1 1 1 1 2

2 2
2 3 2 1 2 2 2

1 2 3 1 2 1 1 2 2 1 2

2
1 3 2 6 1 2

( ) ( )

2( )

2( )

2[2 2 ( ) ]

4 ( ) .m

a b b a U U U

a C b C a b C U

a C b C a b C U

a a C b b C a b a b C U

C C C C U U

  







 

  

   

   

    

       

(39) 

 

2. Рассмотрим специальный случай (38)–(39), 

положив  
 

a1 = a, b1 = b, 1 = , a2 = b2 = 0, 2 = 1,  = t, 
 

что соответствует решению вида 
 

2 2
1 2 3

4 5 6 ( , ),

,

u C x C xy C y

C x C y C t U t

ax by t

   

    

    

            (40) 

 

где ,iC  a, b,  (i = 1, ..., 6) – произвольные по-

стоянные. В этом случае функция ( , )U U t   

описывается нелинейным уравнением  
 

2 2
3 1 2

2
6 1 3 2

2( )

( ) 4 .m
t

a C b C abC U

C U U C C C





  

      
     (41) 

3. В частности, взяв в (40)–(41) функцию U с 

одним аргументом , приходим к нелинейному 

ОДУ автономного вида  
 

 

 

2 2
3 1 2

2
6 1 3 2

2

4 .
m

а С b C abC U

C U C C C





  

     

           (42) 

 

Подстановка ( )W U   приводит его к ОДУ 

первого порядка с разделяющимися перемен-

ными. При выполнении условий 
2

1 3 24 0,C C C   m  1, 2, общее решение урав-

нения (42) записывается так: 

 

 

2
6

11 2

2 2
3 1 2

1
(1 ) ,

(2 )

,
2

m

m

m

C
U A m B B

A m

A
a C b C abC



      
 




 

 

 

 

где B1 и B2 – произвольные постоянные. 

 

РЕДУКЦИЯ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ НОВОЙ 

ПЕРЕМЕННОЙ, ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ  

ПО ПРОСТРАНСТВЕННЫМ КООРДИНАТАМ 

 

1. В переменных, одна из которых время, а 

другая задается параболической функцией по 

пространственным переменным  
 

2( , ), ,u U z t z y ax                   (43) 
 

где a – произвольная постоянная, уравнение (2) 

редуцируется к двумерному уравнению 
 

2 ( ) .m
z zz taU U U                    (44) 

 

Некоторые точные решения уравнения (44) 

описаны ниже. 

2. Редуцированное уравнение (44) допускает 

решения с аддитивным разделением перемен-

ных 

3/21
1 2 3

2
( ) ,

3

mC
U С t z C С

a


     

 

где C1, C2, C3 – произвольные постоянные. 

3. Уравнение (35) при m  2 имеет простое 

решение в виде произведения степенных функ-

ций разных аргументов 
3

2 2
1 2

1
3 2

( ) ( ) ,

18 ( 1)( 2)
,

m

m т

т т

т

U A t С z C

a т т
А

т

 

 

  

  
  

 

 

 

где C1 и C2 – произвольные постоянные. 
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4. Уравнение (44) имеет решения типа бегу-

щей волны: 
 

2( ), ,U U z t y ax t                  (45) 
 

где  – произвольная постоянная, а функция 

( )U z  описывается автономным ОДУ 

12 ( ) ,т таU U 
     

 

общее решение которого при 𝑚  2, 3 определя-

ется формулой  
 

 
3

21 2

1
к(2 ) , к ,

к(3 ) 2

тm

mU т С С
т а






     


 

 

где C1, C2 – произвольные постоянные. 

Замечание 4. Более общее, чем (45), решение 

уравнения (44) можно получить, если искать 

решение в виде 
 

2( ), .U Ct W z t y ax t            

 

5. Уравнение (44) при m  2 допускает авто-

модельные решения: 
 

3

2 ( ), ,

m

mU t V zt

 

     
 

где  – произвольная постоянная, а функция 

( )V V   описывается неавтономным ОДУ 
 

3
2 .

2

m
m

аV V V V
m

  

  
     

 
 

 

6. Уравнение (44) при m  2 имеет инвари-

антные решения вида 
 

2 ( ), ,

m

mU t f z t       
 

где  – произвольная постоянная, а функция 

( )f f   описывается автономным ОДУ 
 

2 .
2

m
m

аf f f f
m

  
 

      
 

 

 

7. Уравнение (44) при m  2 допускает также 

другие инвариантные решения:  
 

3
exp ( ), exp( ) ,

2
U t g t z

m

 
     

 
 

 

где  – произвольная постоянная, а функция 

( )g g   описывается неавтономным ОДУ 

 

3
2 .

2

m

ag g g g
m

  

 
     

 
 

 

8. Уравнение (44) при m = 2 имеет простые 

решения экспоненциального вида 
 

3 1/2exp (2 / ) ,U A kz ak t   
 

 
 

где A, k – произвольные постоянные. Имеются 

также более сложные решения вида ( ),tU e z   

где функция  = (𝑧) описывается автономным 

ОДУ, общее решение которого можно предста-

вить в неявном виде. 

 

РЕДУКЦИЯ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ НОВОЙ 

ПЕРЕМЕННОЙ КВАДРАТИЧНОГО ВИДА  

ПО ПРОСТРАНСТВЕННЫМ КООРДИНАТАМ 

 

1. В переменных, одна из которых время, а 

другая квадратична относительно простран-

ственных переменных, 
 

2 2( , ), ,u U z t z ax bxy cy kx sy          (46) 
 

где a, b, c, k, s – произвольные постоянные, 

уравнение (2) редуцируется к двумерному не-

стационарному уравнению  
 

2

2 2 2

2( ) ( ) ;

4 , .

m
z zz z tAz B U U AU U

A ac b B as ck bks

   

    
        (47) 

 

Отметим, что в зависимости от коэффициен-

тов квадратичных слагаемых a, b, c в (46), кри-

вая z = const может быть эллипсом (при 

A = 4ac – b2 > 0), гиперболой (при A < 0) или 

параболой (при A = 0).  

Рассмотрим некоторые классы точных реше-

ний, которые допускает уравнение (47). 

2. Редуцированное уравнение (47) допускает 

решения с аддитивным разделением перемен-

ных 

( ),U Ct z    
 

где C – произвольная постоянная, а функция 

( )z    описывается нелинейным ОДУ 
 

22( ) ( ) ,m
z zz zAz B A C          

 

которое легко интегрируется, поскольку до-

пускает понижение порядка и одновременно 

линеаризуется с помощью подстановки ( )w z   

2( ) .z   В результате получим  
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1/2

1
2 ,

mС C
dz C

Аz B A

 
     

 
  

 

где 1C  и 2C  – произвольные постоянные (отме-

тим, что интеграл правой части можно выразить 

через элементарные функции). 

3. При 24 0,ac b   2,m   редуцированное 

уравнение (47) допускает решения в виде про-

изведения функций разных аргументов: 
 

2 ( ),

т

тU t f z  
 

где функция ( )f f z  описывается неавтоном-

ным ОДУ 

22( ) ( ) ,
2

т
т

z zz z

т
Az B f f А f f

т

 
      

 
 

 

которое имеет простое частное решение: 
 

2

2

1

3 2

3

( ) ,

4 ( 2) 2
.

(2 )

m

m т

f k Az B

A т m
k

mm





 

   
   

     

 

 

4. При 24 0,ac b   2,m   редуцированное 

уравнение (47) допускает решения квазиавто-

модельного вида 
 

2

2 ( ), ( ) ,

m

mU t V Аz В t

 

            (48) 
 

где  – произвольная постоянная, а функция 

( )V V   удовлетворяет нелинейному обыкно-

венному дифференциальному уравнению  
 

2 3 2
2 ( ) .

2

m
m

V V V А V V
m


   

  
        

 
 (49) 

 

5. При 
24 0ac b   преобразование 

 

2, , ( , ),
2

A B
t t z U W t

A
       

 

приводит уравнение (47) к каноническому виду 
 

1sign ( ) .m
tA W W W

                (50) 

 

РЕДУКЦИИ И ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ  

В ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТАХ 

 

1. Уравнение (5), записанное в полярных ко-

ординатах cos ,x r   sin ,y r   допускает не 

зависящие от угловой переменной радиально-

симметричные решения, которые описываются 

двумерным уравнением  
 

1 ( ) ,m
r rr tr u u u                        (51) 

 

которое с точностью до переобозначения неза-

висимой переменной совпадает с уравнением 

(50) при A > 0. Три точных решения уравнения 

(51) получим, используя результаты, приведен-

ные в пп. 2–4 предыдущего раздела. 

2. Уравнение (51) имеет точное решение с 

аддитивным разделением переменных 
 

 
1

2 2
1 2 2 1 3 4 ,mu C C t C C r C dr C      

 

где C1, ..., C4 – произвольные постоянные (при 

различных знаках произведения 1C  интеграл в 

правой части выражается через разные элемен-

тарные функции). 

3. Уравнение (51) при m  2 допускает авто-

модельное решение 
 

4

2 ( ), ,

m

mu t F z z rt

 

   
 

где  – произвольная постоянная, а функция 

F = F (𝑧) описывается ОДУ  
 

1 4
.

2

m

z zz z

m
z F F F zF

m

   
      

 
        

(52) 

 

4. Уравнение (5) при m  2 имеет также точ-

ные решения с разделением переменных вида 
 

4

2 ( , ),mu r t                       (53) 
 

где функция ( , )t    описывается двумер-

ным уравнением 
 

2

2
2

4(2 ) 4

2(2 )

2
.

2

m
t

m

mm

m

m





  
     

  

 
    

 

           (54) 

 

5. Поскольку уравнение (54) не зависит явно 

от независимых переменных, то оно имеет ре-

шение типа бегущей волны: 
  

( ), ,Z Z t    
 

где  – произвольная постоянная, а функция 

( )Z  описывается автономным ОДУ 
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2

2
2

4(2 ) 4

2(2 )

2
( ) ( ) .

2

ZZ

m m
Z Z

m

mm

m

m

  
     

  

 
      

 

 

 

6. Уравнение (54) допускает решение с муль-

типликативным разделением переменных вида  

2( ) ( ),

т

тt С V     
 

где C –  произвольная постоянная, а функция 

V = V() описывается автономным ОДУ 
 

2
2

2

4(2 ) 4 2
( )

2 2(2 )

.
2

m
m

m m
V V V V

m mm

m
V

m

 

    
      

     

 
  

 

 

 

Имеется также более общее решение вида  

2
1( ) ( ),

m

mt C V      где   2 1ln( ).C t C     

 
КРАТКИЕ ВЫВОДЫ 

 

Исследуется обобщенное уравнение элек-

тронной магнитной гидродинамики с нелиней-

ностью типа Монжа – Ампера 
 

2 ( ) ,m
xx yy xy tu u u u    

 

которое встречается также в дифференциальной 

геометрии. Рассматриваются двумерные и од-

номерные редукции, приводящие его к более 

простым уравнениям с частными производными 

с двумя независимыми переменными (в том 

числе к стационарным уравнениям типа Монжа 

– Ампера) или обыкновенным дифференциаль-

ным уравнениям. Описаны некоторые автомо-

дельные и другие инвариантные решения. По-

строен ряд решений с обобщенным разделением 

переменных, которые выражаются в элементар-

ных функциях. Полученные результаты могут 

быть использованы для оценки точности и ана-

лиза адекватности численных методов решения 

сильно нелинейных задач математической фи-

зики. 
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Nonlinear unsteady equations of mathematical physics with three independent variables containing the first de-

rivative in time and a quadratic combination of the second derivatives in spatial variables of the Monge – Ampere 

type are investigated. Separate equations of this type are found, for example, in electron magnetohydrodynamics and 

differential geometry. In this paper, an eleven-parameter transformation preserving the form of the class of nonlinear 

equations under study is described. Two-dimensional and one-dimensional reductions leading to simpler partial dif-

ferential equations with two independent variables or ordinary differential equations are considered. Self-similar and 

other invariant solutions are obtained. By methods of generalized separation of variables, a number of exact solu-

tions are constructed, many of which are expressed in terms of elementary functions. 
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