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В работе представлено описание программы ACNP (automatic construction of Newton polygons), 
предназначенной для автоматического построения многоугольников Ньютона, соответствующих 
дифференциальным уравнениям полиномиального вида. Многоугольник Ньютона обыкновенного 
дифференциального уравнения представляет собой выпуклый многоугольник, вершинами которо­
го являются внешние точки носителя дифференциального уравнения (носителем называется мно­
жество точек на плоскости, соответствующих по определенному правилу мономам дифференци­
ального уравнения). Многоугольники Ньютона для обыкновенных дифференциальных уравнений 
полиномиального вида полезны при исследовании свойства интегрируемости нелинейных уравне­
ний при помощи алгоритма Ковалевской, при построении асимптотических решений и при нахож­
дении точных решений нелинейных дифференциальных уравнений. Автоматизация процесса по­
строения многоугольников Ньютона позволяет в ряде случаев находить порядок полюса решения 
уравнения, выделять ведущие члены уравнения, ускорять процесс нахождения степенных асимпто­
тик решений дифференциальных уравнений и упростить выбор простейшего уравнения при нахож­
дении точных решений нелинейных дифференциальных уравнений. Программа ACNP написана в 
среде компьютерной алгебры Maple. В работе приведен алгоритм работы программы и примеры ее 
применения.
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свойство Пенлеве, степенные асимптотики
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1. ВВЕДЕНИЕ
Использование ломаных, соответствующих 

алгебраическим уравнениям вида f(x , y) =
= /  am nx my n = 0 для нахождения решений в ви­
де ряда в окрестности нуля было впервые исполь­
зовано Ньютоном [1]. Согласно его подходу, од­
ночленам уравнения f (x, y) = 0, для которых 
am n Ф 0, ставятся в соответствие точки на плоско­
сти m, n с координатами (m, n). Выпуклая граница 
множества таких точек называется ломаной Нью­
тона, соответствующей алгебраическому уравне­
нию. Ньютон в своей работе рассматривал одно 
ребро ломаной. Целиком выпуклая ломаная была 
впервые рассмотрена Пюизе [2]. Для анализа ре­
шений систем обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений в окрестности особых точек гра­
фическая иллюстрация, схожая с ломаными 
Ньютона, была использована Брюно [3]. В даль-

нейшем графический подход для анализа реше­
ний обыкновенных дифференциальных уравне­
ний и уравнений в частных производных приме­
нялся в работах [4—7].

Если рассматривать обыкновенное дифферен­
циальное уравнение полиномиального вида

M n[y(z), yz(z), yzz(z),..., z] = 0, (1)
то каждому члену (моному) дифференциального 
уравнения (1) можно поставить в соответствие 
точку на плоскости по правилу

Qzayq2 ^  («1, q2\  C2 p y  ^  (-k, 1). (2)
dz

При умножении мономов координаты точек 
складываются. Множество точек на плоскости, 
соответствующее дифференциальному уравне­
нию (1), называется носителем [7]. Выпуклая гра­
ница носителя уравнения называется много-
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Рис. 1. Многоугольник Ньютона, соответствующий
уравнению (4).

угольником Ньютона. Правило (2) позволяет по­
ставить в соответствие каждому уравнению (1) 
многоугольник Ньютона на плоскости.

Для анализа дифференциальных уравнений, 
состоящих из большого количества мономов, 
представляется удобным автоматизировать про­
цесс построения многоугольников Ньютона. В 
данной работе представлен алгоритм автоматиза­
ции построения многоугольников Ньютона, со­
ответствующих дифференциальным уравнениям 
полиномиального вида (1), а также примеры при­
менения программы.

2. АЛГОРИТМ ПРОГРАММЫ ПОСТРОЕНИЯ 
МНОГОУГОЛЬНИКОВ НЬЮТОНА

Программа ACNP написана в системе ком­
пьютерной алгебры Maple. Входные данные пред­
ставляют собой обыкновенное дифференциаль­
ное уравнение ode полиномиального вида (1). Ал­
горитм программы состоит из следующих шагов:

1. С помощью функции op выделяются моно­
мы дифференциального уравнения ode и записы­
ваются в векторную переменную monoms.

2. В каждом мономе monoms дифференциаль­
ного уравнения ode осуществляется замена

y(z) = w ln z, (3)
а затем подстановка ln z = 1, в результате чего 
дифференциальные мономы monoms переходят в 
алгебраические.

3. При помощи функции degree определяются 
степени w и z каждого из мономов monoms и запи­
сываются в вектор monoms2 в виде пар [m, n]. Та­
ким образом, получен носитель дифференциаль­
ного уравнения ode.

4. При помощи функции convexhull пакета ge­
ometry находятся точки, соответствующие выпук­
лой границе носителя monoms2, что и представля­
ет собой многоугольник Ньютона. Отдельно рас­
сматриваются случаи, когда многоугольник 
Ньютона вырождается в прямую и точку.

5. При помощи команды polygon (пакет plot- 
tools) для точек, соответствующих вершинам мно­
гоугольника Ньютона формируется объект pic1 
типа plot data. Построение многоугольника Нью­
тона pic1 и носителя monoms2уравнения ode на од­
ной системе координат осуществляется при по­
мощи комманд draw и display (пакеты geometry и 
plots соответственно). Результат работы програм­
мы в виде графического представления много­
угольника Ньютона и его носителя сохраняется в 
файл “ NewtonPolygon.png”.

3. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ ПРОГРАММЫ 
ACNP

3.1. Построение многоугольников Ньютона 
при анализе уравнений на свойство Пенлеве

Многоугольники Ньютона бывают полезны 
при анализе свойства интегрируемости диффе­
ренциальных уравнений, в частности, при ис­
пользовании алгоритма Ковалевской, теста на 
свойство Пенлеве для обыкновенного дифферен­
циального уравнения [8]. Первый шаг теста за­
ключается в выделении ведущих членов уравне­
ния и нахождении порядка полюса решения. На 
втором шаге вычисляются индексы Фукса, при 
помощи которых можно определить отсутствие 
критических подвижных алгебраических особых 
точек решения уравнения. Третий шаг заключа­
ется в нахождении коэффициентов разложения 
уравнения в ряд Лорана. Если число произволь­
ных постоянных в разложении решения равно 
порядку уравнения, то уравнение проходит тест 
на свойство Пенлеве. Многоугольники Ньютона 
в ряде случаев позволяют оценить порядок полю­
са решения и определить ведущие члены уравне­
ния. Продемонстрируем использование програм­
мы для автоматического построения многоуголь­
ников Ньютона при анализе на свойство Пенлеве 
нелинейного уравнения четвертого порядка в пе­
ременных бегущей волны для описания динами­
ки дислокаций в кристалле [9]

- m v 2кгvzz + + 2 6к5 + C0vVzz -  C0vЧ 2 -

-  Yv4zzz +  4Yv 4 vzzz +  2 3 4YvVzz +  3P ^CTzz -  (4)

-  12Ŷ CTzz -  3P vz4 +  6Ŷ 4 -  2 6f3 =

С помощью программы ACNP строится мно­
гоугольник Ньютона и носитель, соответствую­
щие уравнению (4) (рис. 1).

Из рис. 1 определяется порядок полюса реше­
ния как величина, обратная коэффициенту угла 
наклона грани Г:. В данном случае порядок по­
люса решения p = 4. Уравнение, состоящее из ве­
дущих членов уравнения (4), строится из м о н о -
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Рис. 2. Многоугольник Ньютона, соответствующий
уравнению (6 ).

мов, для которых соответствующие координаты 
лежат на грани Г1:

1 5 3 2 2 25v -  Yv v7777 + 4yv v7v777 + 3yv v77 +2 I 7777 ! 7 777 I 77 (5)

+ 3eVv2v77 -  12YVV2V77 -  3PV74 + 6YV74 = 0
Следующие шаги теста на свойство Пенлеве 

для уравнения (4) приводятся в работе [9].

3.2. Применение многоугольников Ньютона 
при нахождении точных решений 

дифференциальных уравнений методом простейших 
уравнений

Метод простейших уравнений заключается в 
поиске точных решений дифференциального 
уравнения с использованием общего решения 
дифференциального уравнения меньшего поряд­
ка [10].

Уравнение Курамото—Сивашинского в пере­
менных бегущей волны имеет вид [8, 11, 12]

y777 + ° y77 + y7 + 2 y2 + C0y - C 1 = 0. (6)

Многоугольник Ньютона для уравнения (6) пред­
ставлен на рис. 2, из которого видно, что порядок 
полюса решения p  = 3. В качестве простейшего 
уравнения можно взять уравнение для функции 
Вейерштрасса, общее решение которого имеет 
второй порядок полюса

R2 = -4R3 + aR 2  + 2bR + с. (7)
Поскольку порядки полюсов решений долж­

ны быть равны, решение уравнения (6) можно ис­
кать в виде

y(z) = Ao + A R  + A2R7 . (8)
После подстановки (8) получается уравнение, по­
рядок полюса решения которого p = 2 (рис. 3).

Рис. 3. Многоугольник Ньютона, соответствующий
уравнению (6 ) при подстановке (8 ).

Если в качестве простейшего уравнения вы­
брать уравнение Риккати

Yz = —Y 2 + b, (9)
решение которого имеет первый порядок полюса, 
то для соответствия порядков полюсов необходи­
мо воспользоваться разложением

y(z) = A  + A Y  + A2Y 2 + A3Y3. (10)
В результате подстановки (10) в (6) получается 
уравнение, порядок полюса решения которого 
p = 1 (рис. 4).

Таким образом, для избранного простейшего 
уравнения следует подставлять в исходное урав­
нение такое разложение, чтобы грани много­
угольников полученного уравнения и простейше­
го уравнения, соответствующие ведущим членам 
уравнений, были параллельны.

3.3. Применение многоугольников Ньютона 
при нахождении асимптотик нелинейных 

дифференциальных уравнений

Многоугольники Ньютона используются при 
построении степенных асимптотик обыкновен­
ных дифференциальных уравнений полиноми­
ального вида [7]. Каждой грани и каждой вер­
шине многоугольника Ньютона соответствует 
укороченное уравнение. Степенные решения уко­
роченных уравнений представляют собой асимп­
тотики исходного уравнения в нуле или беско­
нечности. В работе [6] рассматривается уравне­
ние, представляющее собой обобщение второго и 
третьего уравнений Пенлеве:

у 3У7 7 7 7 -  4у 2У7 У777 + 2 - yy7 У7 7 -  3у 2УІ7-

-  2 у 4 +  72уу5 -  72|ту3 +  (11)

, 1 3 1 2 2 , 1 3
+  2 7УУ77-  2 ту у ,  + 2 У У 7 = 0
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Рис. 4. Многоугольник Ньютона, соответствующий 
уравнению (6 ) при подстановке ( 1 0 ).

Многоугольник Ньютона, соответствующий 
уравнению (11), изображен на рис. 5.

Граням Г1, Г2, Г3 соответствуют уравнения

yzzzz -C-Cz + 2 yzyzz  _
У 2y

3 2 9 4 2
yzz 3 y z + 7 2yy — 0,

y 2 y
72jy2 _ 72ц  — 0, (12)

_  4 +  _21 2 -
y zzzz y zy zzz + 2 y zyzzy  2y 2

_ 3 y lz _ A y z4 _  72ц  — 0.y  2y 3

Вершине Q1 соответствует уравнение
4 . 21 2 3 2 9 4

y zzzz y zyzzz + 2 y zy zz y zz 3 y z — 0  (13)y 2 y y  2 y
Вершинам Q2, Q3 соответствуют укороченные 
уравнения, имеющие тривиальные решения. 
Степенные асимптотитики уравнения (11) пред­
ставлены в работе [6].

Таким образом, автоматическое построение 
многоугольника Ньютона позволяет ускорить 
процесс построения укороченных уравнений, ис-

Рис. 5. Многоугольник Ньютона, соответствующий 
уравнению ( 1 1 ).

пользуемых при нахождении степенных асимпто­
тик дифференциальных уравнений.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Автоматизация процесса построения много­

угольников Ньютона позволяет упростить выпол­
нение теста на свойство Пенлеве. Представленная 
программа может использоваться при нахождении 
точных решений нелинейных дифференциальных 
уравнений методом простейших уравнений в каче­
стве наглядного пособия для выбора простейшего 
уравнения. Программа позволяет ускорить про­
цесс построения степенных асимптотик обыкно­
венных дифференциальных уравнений.
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Abstract—The ACNP (automatic construction of Newton polygons) program designed to automatically con­
struct Newton polygons corresponding to polynomial differential equations has been described. A Newton 
polygon of an ordinary differential equation is a convex polygon whose vertices are the outer points of the car­
rier of this equation (the carrier is the set of points on the plane corresponding to the monomials of the dif­
ferential equation according to a certain rule). Newton polygons for polynomial ordinary differential equa­
tions are useful for studying the integrability of nonlinear equations using the Kovalevskaya algorithm, for 
constructing asymptotic solutions, and for finding exact solutions of nonlinear differential equations. Auto­
matic construction of Newton polygons in some cases allows finding the order of the pole of the equation, 
select the leading terms of the equation, speed up the process of finding the power asymptotic behavior of 
solutions of differential equations, and simplify the choice of the simplest equation when finding exact solu­
tions of nonlinear differential equations. The ACNP program is written in the Maple computer algebra envi­
ronment. The algorithm of the program and examples of its application have been presented.

Keywords: Newton polygons, exact solutions of differential equations, Painlevd property test, power-law 
asymptotic behavior
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