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 В работе теоретически изучены статистические выражения, описывающие изменение степени когерент-

ности широкополосного лазерного излучения с наклоненным слоем когерентности в однородной среде. Рас-

смотрен случай изменения пространственной когерентности пересекающихся широкополосных световых 

пучков с параллельными слоями когерентности. Дана оценка области когерентного взаимодействия для ука-

занного случая и определено, что степень когерентности диспергированного луча с расстоянием уменьшает-

ся заметно быстрее, чем в случае без использования дисперсионного элемента. В рамках использованных 

моделей получено, что нарушение когерентности при распространении светового пучка возрастает с ростом 

угла наклона слоев когерентности. Была также изучена возможность значительного увеличения области ко-

герентного взаимодействия пересекающихся лучей в результате наклона их слоев когерентности таким об-

разом, чтобы с помощью установки определенного значения угла их пересечения можно было получить для 

них параллельность слоев когерентности. В этом случае снимаются ограничения на поперечный размер пе-

рекрывающихся лучей и становится возможным использовать всю область их перекрытия. Была изложена 

общая схема построения асимптотик полученных аналитических решений. Показано, что универсальный 

характер асимптотических методов расчета волновых импульсов можно дополнить некоторыми универ-

сальными эвристическими условиями и критериями применимости этих методов. Эти критерии обеспечи-

вают внутренний контроль применимости использованных асимптотических методов, и в ряде случаев на 

основе сформулированных критериев удается оценивать волновые поля там, где данные методы неприме-

нимы. Тем самым открываются широкие возможности анализа волновых картин в целом, что важно как для 

правильной постановки теоретических исследований, так и для проведения оценочных расчетов при экспе-

риментальных или натурных измерениях волновых пакетов лазерного излучения. 
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дисперсионный элемент, петлевая схема.  
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ВВЕДЕНИЕ  

 

В настоящее время являются актуальными 

задачи, предполагающие осуществление непре-

рывного дистанционного мониторинга состоя-

ния водной среды и таких объектов, как мор-

ские платформы и другие технологические кон-

струкции, позволяющие в течение продолжи-

тельного времени контролировать их параметры 

с целью предотвращения техногенных ката-

строф. Применение современных твердотель-

ных лазеров с диодной накачкой (лидаров) от-

крываетют широкие перспективы для информа-

ционно-измерительных систем сбора данных по 

измерению распределения физических величин 

в водном пространстве, в том числе решения 

проблем оперативного дистанционного зонди-

рования морской поверхности [1–3]. Отметим, 

что наиболее перспективными методами кон-

троля морских акваторий с целью обнаружения 

загрязнений на поверхности воды можно счи-

тать методы активной лазерной локации или 

радиолокации водной поверхности. В этом слу-

чае не требуется естественного освещения и 

поэтому указанные системы могут использо-

ваться в широком диапазоне атмосферных 

условий независимо от времени суток. Лидар-

ные системы обладают высокой пространствен-
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но-угловой разрешающей способностью, воз-

можностью спектральной фильтрации и вре-

менного стробирования полезного сигнала на 

фоне помех. Указанные свойства лидаров дела-

ют возможным проводить исследования распо-

ложенных в толще воды различных объектов в 

зависимости от первичных гидрооптических 

характеристик, состояния взволнованной по-

верхности воды, проводить зондирование стра-

тифицированной толщи морской воды с целью 

определения параметров стратификации пер-

вичных гидрооптических характеристик, опре-

делять параметры светорассеивающих слоев 

воды, регистрировать поверхностные и внут-

ренние гравитационные волны, оценивать их 

характеристики. Импульсная характеристика 

лидара определяет пространственное разреше-

ние лидарных измерений в зависимости от 

дальности, а также точность определения рас-

стояния до обследуемых объектов. Данная ха-

рактеристика является сверткой зондирующего 

лазерного импульса с импульсной характери-

стикой приемно-регистрирующей оптической 

системы. Современные достижения в производ-

стве компактных твердотельных лазеров с ди-

одной накачкой способствуют стремительному 

развитию оптических технологий в лазерной 

локации  земной  поверхности  и  водных  сред 

[4–6]. 

При прохождении световой волны в природ-

ных средах (атмосфере, океане) в силу оптиче-

ской неоднородности образуются искажения 

волнового фронта. Для устранения искажений 

разрабатываются различные специальные опти-

ческие системы, включающие твердотельный 

лазер, приемник излучения, регистрирующий 

световые волны, устройство коррекции волно-

вого фронта и систему управления. Один из ме-

тодов восстановления искажений волнового 

фронта основан на использовании эффекта об-

ращения волнового фронта (ОВФ). Обращен-

ный волновой фронт будет обратным по отно-

шению к искаженному первичному лучу, и в 

результате наложения двух фронтов можно вос-

становить исходное изображение. Лазерное из-

лучение после прохождения через неоднород-

ную среду превращается в искаженное пятно, 

изменяющееся со временем. Отражаясь от объ-

екта, оно еще сильнее искажается и может 

накладывать серьезные ограничения на точ-

ность измерений. В случае же использования 

обращения волнового фронта, отраженного от 

объекта, излучения, направляемого обратно по 

тому же самому пути, при отсутствии значи-

тельных изменений условий прохождения луча 

за это время происходит восстановление каче-

ства пятна на объекте.  

Для решения задачи исправления или вос-

становления волнового фронта в сложных ин-

формационных системах, требующих получе-

ния оптического изображения высокого разре-

шения и качества, необходимо разрабатывать 

соответствующие оптические устройства, спо-

собные делать компенсацию указанных иска-

жений в режиме реального времени. Поэтому 

происходящее в настоящее время активное раз-

витие в области приложений использования яв-

ления ОВФ продолжает стимулировать его 

дальнейшие исследования [7–12]. Одним из су-

щественных ограничений при применении ОВФ 

служит ширина спектра излучения ∆λ, посколь-

ку для эффективного взаимодействия световых 

пучков необходима их корреляция во всей об-

ласти пересечения. Если лучи пересекаются под 

малым углом ψ, тогда можно оценить размер 

области когерентного взаимодействия ~𝑙𝑐/ψ,
𝑙𝑐 = λ2/Δλ , где 𝑙𝑐 – длина когерентности, λ – 

среднее значение длины волны излучения. Слои 

когерентности пересекающихся пучков для 

случая плоской волны также будут пересекаться 

под углом ψ, поэтому размер области их нало-

жения тоже можно оценить, как ~𝑙𝑐/ψ.  

Для эффективного обращения волнового 

фронта в случае петлевой схемы требуется вы-

полнение условия, когда область наложения 

пересекающихся лазерных пучков существенно 

меньше значения ~𝑙𝑐/ψ. Данное условие пред-

полагает использование узкополосного одномо-

дового лазерного излучения, что, в свою оче-

редь, ведет к уменьшению энергии импульса 

волны по сравнению с многомодовым излуче-

нием. 

Для решения данной проблемы может быть 

применена петлевая схема ОВФ с наклоненны-

ми слоями когерентности лазерного излучения, 

представленная на рис. 1 [10].  
 

 
 

Рис. 1. Петлевая схема обращения волнового фрон-

та: 1, 4 – призмы; 2 – нелинейная среда; 3, 5 – пово-

ротные зеркала; 𝐿 – входящее лазерное излучение; 𝑅,
𝑅1 – обращенная волна; 𝑅2 – сигнальная волна; 

𝐿1(𝐿2) – опорные волны  
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Для наклона слоев когерентности использо-

валась призма 1. Призма 4 с увеличенной по 

сравнению с призмой 1 в два раза угловой дис-

персией была расположена таким образом, что-

бы изменить угол наклона слоев когерентности 

на противоположное значение. В работе [11] 

было экспериментально показано, что примене-

ние схемы четырехволнового взаимодействия с 

наклоном слоев когерентности лазерного излу-

чения с помощью призмы позволило получить 

эффективное обращения волнового фронта для 

излучения с шириной спектра генерации 

∆λ ~ 20 нм. Схема эксперимента приведена на 

рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Схема четырехволнового обращения волнового фронта: 1 – одномодовый лазер на красителе; 2 – полупро-

зрачное зеркало; 3, 5, 7, 10 – зеркала; 6 – диффузатор; 8 – поворотная пластина; 9 – кювета с раствором красителя; 

𝐿1± – опорные волны; 𝐿2+ – сигнальная волна; 𝐿2− – обращенная волна 

 

Цель настоящей работы – теоретическое 

изучение возможности увеличения области ко-

герентного взаимодействия лазерных пучков за 

счет наклона их слоев когерентности, выпол-

ненного таким образом, чтобы сделать коге-

рентные слои двух пересекающихся лучей па-

раллельными друг другу, а также проведение 

расчетов статистических значений параметров 

излучения, которое может быть проведено с 

помощью усреднения по всем возможным реа-

лизациям интегральных представлений волно-

вых полей. 

 

АНАЛИТИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 

 

Рассмотрим следующую схему, использую-

щую для наклона слоев когерентности диспер-

сионный элемент, которым может быть призма 

или дифракционная решетка, работающая в 

первом порядке дифракции (рис. 3).  

 

 
Рис. 3. Наклон слоев когерентности призмой световых пучков: 1 – призма 

 

 



СТАТИСТИЧЕСКИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ШИРОКОПОЛОСНОГО 

ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ В СЛОЖНОЙ СРЕДЕ  

 

– 126 – 

Первоначальная плоскопараллельная волна 

распространяется в направлении оси z, а волно-

вой вектор 𝒌(λ) лежит в плоскости O𝑥𝑦. Будем 

рассматривать случай линейного приближения, 

когда угол наклона δ линейно зависит от длины 

волны излучения. Тогда для среднего значения 

длины волны λ𝑐 спектра ∆λ величину наклона 

можно записать:  
 

δ(λ) ≈ δ(λ𝑐) + (λ − λ𝑐)
𝑑δ

𝑑λ
. 

 

Если выбрать угол δ0 такой, что его направ-

ление совпадает с осью 𝑧′ (см. рис. 3): δ0 =

=  δ(λc) − λc
𝑑δ

𝑑λ
. Тогда получим: φ(λ) = δ(λ) −

– δ0 = λ
𝑑δ

𝑑λ
. Поскольку значение угла φ(λ) мало, 

то можно принять, что значения перпендику-

лярных составляющих волновых векторов 𝒌(λ) 

на ось z одинаковы для всех λ из спектра Δλ. В 

этом случае поле после дисперсионного устрой-

ства будет пространственно-когерентно, а слои 

его когерентности будут перпендикулярны к 

оси 𝑧′. Обозначим угол наклона слоев коге-

рентности через χ. Тогда данный угол χ будет 

равен углу между осевым направлением луча 

𝒌(λ𝑐)   и   нормалью  к   слоям:    χ = −φ(λc) =

 = −λc
𝑑δ

𝑑λ
. При этом угловую расходимость луча 

можно оценить как ∆φ ≈ |χ|∆λ/λ𝑐. Для выпол-

нения условия параллельности слоев когерент-

ности для лучей L1 и L2 необходимо, чтобы 

угол их пересечения ψ был равен сумме моду-

лей χ1 и χ2, где χ1 относится к лучу L1, а χ2 – к 

лучу L2. 

В случае пространственнонеоднородного ис-

ходного излучения при выполнении условия, 

чтобы его слои когерентности были перпенди-

кулярны к оси 𝑧, это излучение можно рассмат-

ривать в виде суммы меняющихся одновремен-

но полей 𝐸𝑛, каждое из которых является су-

перпозицией плоских волн с перпендикулярны-

ми к оси 𝑧 составляющими волновых векторов 

𝒌𝑛(λ). После прохождения через дисперсионное 

устройство поля 𝐸𝑛 преобразуются в поля 𝐸𝑛1, 

для которых будут получены составляющие 

волновых векторов, перпендикулярные к оси 𝑧′. 

Поскольку огибающие полей 𝐸𝑛1 двигаются 

вдоль  оси  𝑧′  с  различными  скоростями,  то 

будет происходить ухудшение пространствен-

ной когерентности поля 𝐸𝑛1 на расстоянии 𝑧′  ≥
𝑙𝑐/2θ𝑌|χ|, где 2θ – угловая расходимость пер-

воначального излучения 𝐸𝑛; 𝑌 – угловое увели-

чение дисперсионного элемента. В отсутствии 

последнего пространственная когерентность 

сохраняется на большем расстоянии, равном 

2𝑙𝑐/θ
2, поэтому для исключения влияния дан-

ного эффекта в [10] использовалась вторая 

призма с большей, чем у первой дисперсией. 

Вторая призма ориентировалась таким образом, 

чтобы изменить знак χ на противоположный. 

Тогда в этом случае после прохождения второго 

дисперсионного элемента пространственная 

когерентность будет восстанавливаться. 

Для эффективной работы схемы обращения 

волнового фронта требуется высокая простран-

ственная когерентность излучения на всей 

длине пересечения пучков. Поскольку внесение 

дисперсионного элемента ведет к росту нару-

шения когерентности, то в случае применения 

метода наклона слоев когерентности необходи-

мо определить картину этих нарушений. Для 

этого рассмотрим случай, когда на дисперсион-

ный элемент (тонкая дифракционная решетка, 

работающая в одном порядке дифракции) пада-

ет плоская пространственно-когерентная волна 

𝐸0(𝒓, 𝑡) вдоль оси 𝑧. В этом случае поле имеет 

плоские слои когерентности, которые будут 

перпендикулярны оси 𝑧. В общем случае для 

однородных стационарных пространственно-

временных случайных полей можно применить 

следующее представление [13–15] 
 

𝐸0(𝒓, 𝑡) = ∫ ε(ω)
∞

−∞

ε0(𝒌0) × 

 

× exp(𝑖(ω𝑡 − 𝒌(ω, 𝒌0)𝒓) 𝑑ω𝑑2𝒌,         (1) 
 

где 𝒌0 – поперечная компонента волнового век-

тора 𝒌 , |𝒌(ω, 𝒌0)| = 𝑘(ω) =
ω𝑛

𝑐
, 𝑛 − показатель 

преломления; ε(ω) – спектральная амплитуда 

поля. Исходя из требования однородности и 

стационарности случайного поля 𝐸0(𝒓, 𝑡), мож-

но, усреднив по времени, записать [13–15] 
 

ε(ω)ε∗(ω′) = 𝑔(ω)δ(ω − ω′),            (2) 
 

где 𝑔(ω) – спектральная плотность случайного 

пространственно-временного поля.  

Дисперсионный элемент преобразует плос-

кую волну с волновым вектором 𝒌(ω, 𝒌0) в 

плоскую волну с волновым вектором 𝒌(ω, 𝒌). 

Вектор 𝒌 можно представить в виде суммы двух 

векторов 𝒌 = 𝒌𝟎 + 𝛂, где 𝛂 – вектор, перпенди-

кулярный оси 𝑧. Тогда поле после дисперсион-

ного элемента можно записать в виде 
 

𝐸(𝒓, 𝑡) = ∫ ε(ω)
∞

−∞

ε(𝒌) × 

 

× exp(𝑖(ω𝑡 − 𝒌(ω, 𝒌)𝒓) 𝑑ω𝑑2𝒌,          (3) 
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ε(𝒌) = ε(𝒌0)√η, 
 

где η – угловое увеличение дисперсионного 

элемента.  

Полученное поле 𝐸(𝒓, 𝑡) пространственно ко-

герентно в плоскости и имеет плоские слои коге-

рентности, перпендикулярные к оси 𝑧. Рассмот-

рим случай симметричного распределения пер-

воначального поля 𝐸0(𝒓, 𝑡) относительно оси 𝑧. 

Пусть ω𝑐 – средняя частота спектра светового 

пучка. Тогда направление пучка после дисперси-

онного элемента описывается как 𝒌(ω𝑐 , 𝛂). В 

случае, если в качестве дисперсионного элемента 

взять дифракционную решетку, то при ориента-

ции оси 𝑧 перпендикулярно ее штрихам вектор 

𝒌(ω𝑐 , 𝛂) будет образовывать с осью 𝑧 угол χ, для 

которого выполняется следующее условие 

sin χ =
α

𝑘(ω𝑐)
, где значение 𝛂 является проекцией 

вектора 𝛂 на ось x. 

Для стационарного случайного процесса 

можно ввести нормированные пространствен-

ные распределения интенсивностей, усреднен-

ные по поперечному пространственному рас-

пределению полей 𝐸0(𝒓, 𝑡) и 𝐸(𝒓, 𝑡) [13–15] 
 

𝑐𝑛

8π
⟨ε0(𝒌0)ε0

∗(𝒌0
′ )⟩ = 𝐼0𝑔(𝒌0)δ(𝒌0 − 𝒌0

′ ),   (4) 

 
𝑐𝑛

8π
⟨ε(𝒌)ε∗(𝒌′)⟩ = 𝐼𝑔(𝒌)δ(𝒌 − 𝒌′), 

 

где 𝐼0 и 𝐼 – средние значения по сечению интен-

сивностей, 𝐼 = η𝐼0; 𝑔(𝒌) = 𝑔(𝒌0) = 𝑔(𝒌 − 𝛂).  

Для поля 𝐸(𝒓, 𝑡) комплексную степень про-

странственной когерентности принято опреде-

лять следующим образом: 
 

γ12(τ) =
Γ12(τ)

√𝐼1√𝐼2
 , 

 

где Γ12(τ) = 𝐸1(𝒓1, 𝑡 + τ)𝐸2
∗(𝒓2, 𝑡) – взаимная 

корреляционная функция полей 𝐸1(𝒓, 𝑡) и 

𝐸2(𝒓, 𝑡) [13–15].  

Если выполняется условие для ширины 

спектра  Δν|τ| ≪ 1, тогда с достаточно хорошим 

приближением можно считать, что  τ = 0  и по-

ложить  |γ
12

(τ)| ≈ |μ12|, где μ12 = γ12(0) =

=  
Γ12(0)

√𝐼1√𝐼2
  –  комплексная степень когерентности 

в точках 1 и 2 [13–15].  Для того, чтобы можно 

было использовать формулы (4) для упрощения 

расчета при сохранении приемлемой точности 

вместо  Γ12(0) = Γ12 лучше использовать  Γ12
2 . 

Тогда искомый параметр, который можно будет 

использовать для приближенной оценки усред-

ненной степени пространственной когерентно-

сти будет иметь вид  

 

W12 = (|Γ12|
2/ |𝐸(𝒓1, 𝑡)|

2|𝐸(𝒓2, 𝑡)|
2)1/2. 

 

Вектора 𝒓1 и 𝒓2 можно однозначно задать 

через вектор 𝛃1 и точку 𝑧1, и, соответственно, 

вектор 𝛃2 и точку 𝑧2, где вектора 𝛃1 и 𝛃2 лежат 

в плоскости, перпендикулярной оси 𝑧. Нас бу-

дет интересовать толщина слоя когерентности 

для случая 𝛃1 = 𝛃2. В этом случае можно полу-

чить  
 

|Γ12|
2 = ∫𝑄𝑅(𝒌1, 𝑧1, 𝒌2, 𝑧2)𝑅

∗(𝜿1
′ , 𝑧1, 𝜿2

′ , 𝑧2) × 

× 𝑑2𝒌1𝑑
2𝜿1

′ 𝑑2𝒌2𝑑
2𝜿2

′ , 

 

|𝐸(𝒓1, 𝑡)|
2|𝐸(𝒓2, 𝑡)|

2 = 

= ∫𝑄𝑅(𝒌1, 𝑧1, 𝜿1
′ , 𝑧1)𝑅

∗(𝒌2, 𝑧2, 𝜿2
′ , 𝑧2) × 

× 𝑑2𝒌1𝑑
2𝜿1

′ 𝑑2𝒌2𝑑
2𝜿2

′  ,                 (5) 

 

𝑄 = ε(𝜿1)ε
∗(𝜿1

′ )ε∗(𝒌2)ε(𝜿2
′ ) × 

 

× exp[−𝑖(𝒌1𝛃1 − 𝜿1
′ 𝛃1 − 𝒌2𝛃2 + 𝜿2

′ 𝛃2)], 
 

𝑅(𝒌, 𝑧, 𝜿′, 𝑧′) = 
 

= ∫𝑔(ω) exp[−𝑖(𝑘𝑧(ω, 𝒌)𝑧 − 𝑘𝑧(ω, 𝜿′)𝑧′)]. 
 

где 𝑘𝑧(ω, 𝒌) – проекция вектора 𝒌(ω, 𝒌) на ось 

x. Используя формулы (3)–(4) в соотношениях 

(5), получим 
 

⟨Γ12
2 ⟩ = (

8π𝐼

𝑐𝑛
)
2
(𝐽1 + 𝐽2), 

|𝐸(𝒓1, 𝑡)|
2|𝐸(𝒓2, 𝑡)|

2 = (
8π𝐼

𝑐𝑛
)
2
(1 + 𝐽3), 

 

𝐽1 = ∫𝑔(𝒌)𝑔(𝜿′)|𝑅(𝒌, 𝑧1, 𝜿
′, 𝑧2)|

2𝑑2𝒌𝑑2𝜿′, 

 

𝐽2 = |∫𝑑2 𝒌𝑔(ω) exp(𝑖𝒌(𝛃2 − 𝛃1)) ×

×∫𝑑ω𝑔(ω)[𝑖𝒌𝑧(ω, 𝒌)(𝑧2 − 𝑧1)]|
2
, 

 

𝐽3 = ∫𝑔(𝒌)𝑔(𝜿′) exp[𝑖(𝒌 − 𝜿′)(𝛃2 −

−𝛃1)] 𝑅(𝒌, 𝑧1, 𝜿
′, 𝑧1)𝑅

∗(𝒌, 𝑧2, 𝜿
′, 𝑧2)𝑑

2𝒌𝑑2𝜿′. 

 
Рассмотрим далее случай, когда 𝑔(ω) и 

𝑔0(𝒌0) имеют гауссову форму, а также выпол-

нено условие 𝑔0(𝒌0) = 𝑔0(|𝒌0|). Пусть 2𝑘𝑔 со-

ответствует ширине 𝑔0(𝒌0) на половине высо-

ты, 2θ0 – величина углового распределения лу-

ча 𝐸0. Обозначим 𝑢 =
|𝛂|

𝑘𝑔
=

sin χ

θ0
, 𝑧1𝑛 = 𝑧1

θ0
2

𝑙𝑐
, 

𝑙𝑐 = λ𝑐
2/Δλ  –  длина  когерентности  излучения, 

λ𝑐 – средняя длина волны, Δ = 𝑧2 − 𝑧1. Введем 

следующее обозначение 
 

𝑞 = (π𝑢𝑧1𝑛/ ln 2 cos3 χ)2. 
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Тогда выражения для 𝐽1,2,3 можно записать в 

следующем виде: 
 

𝐽1 =
1

√1 + 𝑞
exp [−

π2Δ2

2 ln 2 𝑙𝑐
2 cos2 χ (1 + 𝑞)

] , 

 

𝐽2 =
1

1 + (
πΔ

ln 2 𝑙𝑐 cos χ
)
2 × 

 

× exp {−
π2

2 ln 2
[

Δ2

𝑙𝑐
2 cos2 χ

+ 

 

+
(𝑟𝑥 − Δ𝑢𝑔𝜒)2 + 𝑟𝑦

2

(1 + (πΔ/ ln 2 𝑙𝑐𝑜 𝑟 cos χ)2)π2/𝜅𝑔
2]}, 

 

где 𝑟𝑥 – проекция разности векторов 𝛃2 − 𝛃1 на 

ось 𝑥; 𝑟𝑦 – проекция разности векторов 𝛃2 − 𝛃1 

на ось 𝑥; 𝑙𝑐 – длина продольной корреляции по-

ля 𝐸0(𝒓, 𝑡).   

Для случая 𝑢 =
sinχ

θ0
≪ 1 имеем: 

 

𝐽3 =
1

√1 + 𝑞3

× 

 

× exp {
−𝜅𝑔

2

2 ln 2
[
(𝑟𝑥 − Δ𝑢𝑔𝜒)2

1 + 𝑞3
+ 𝑟𝑦

2]}, 

\ 

𝑞3 = (𝑧1𝑛
2 + 𝑧2𝑛

2 )(π𝑢/ ln 2 cos3 χ)2, 
\ 

 𝑊12 = √
𝐽1 + 𝐽2
1 + 𝐽3

. 

 

При |𝛃2 − 𝛃1| ≤
π

𝑘𝑔
 получим, что 𝐽2,3 ≪ 1 и 

𝑊12 ≈ √𝐽1 . Из полученных результатов видно, 

в частности, что 𝐽1 не зависит от разности век-

торов 𝛃2 − 𝛃1, кроме случая, когда |𝛃2 − 𝛃1| ≤

≤  
π

𝑘𝑔
.  При  данном  приближении,  когда 

𝑊12 ≈ √𝐽1, величину 𝑊12 можно рассматривать 

как функцию переменных ∆,  𝑧1,  𝑢. Тогда имеем  
 

𝑊12(∆, 𝑧1, 𝑢) = (1 + 𝑞)−1/4, 

 

𝑊12(Δ, 𝑧1, 𝑢) =  𝑊12(0, 𝑧1, 𝑢) × 

× exp [−
π2Δ2

4 ln 2 𝑙𝑐
2 cos2 χ

𝑊12
4 (0, 𝑧1, 𝑢)] . 

 

Из полученного выражения, в частности, 

можно получить оценку толщины слоя коге-

рентности на половине высоты: 
 

 Δс =
2Δ

𝑙𝑐 cos χ
=

4 ln 2 𝑙𝑐
π

√1 + 𝑞. 

 

Тогда можно оценить расстояние 𝑧1, на ко-

тором значение 𝑊12 уменьшается до заданного 

значения: 

𝑧1 =
ln2 cos3 χ

π𝑢

𝑙𝑐

θ0
2
√𝑊12

−4 − 1. 

 

 Выполним с помощью полученных формул 

расчеты при следующих значениях основных 

параметров: λ𝑐 = 5 ∙ 10−5см, ∆λ/λ𝑐 = 0.2, 

2θ0 = 2 ∙ 10−3 рад, cos χ = 0.9, 𝑙𝑐 = 10−3 см. 

Тогда для случая, когда 𝑊12 = 0.9, получим 

𝑧1 = 3.6 см, для 𝑊12 = 0.6 получим 𝑧1 =
=  12.6 см. Таким образом, показано, что раз-

мер области, в которой сохраняется корреляция 

световых пучков, составляет несколько санти-

метров, что на три порядка превышает длину 

когерентности, которая для рассматриваемого 

случая составляет порядка 10−3 см. Получен-

ные результаты позволяют изучить возмож-

ность значительного увеличения области коге-

рентного взаимодействия пересекающихся лу-

чей в результате наклона их слоев когерентно-

сти таким образом, чтобы с помощью установки 

определенного значения угла их пересечения ψ 

можно было получить для них параллельность 

слоев когерентности. В этом случае снимаются 

ограничения на поперечный размер перекрыва-

ющихся лучей, который должен быть заметно 

меньше 𝑙𝑐/ψ, и становится возможным исполь-

зовать всю область их перекрытия. Так, напри-

мер, без применения наклона слоев когерентно-

сти в [11] при указанных параметрах лазерных 

пучков было бы невозможно получить обраще-

ния волнового фронта из-за слишком малого 

размера области когерентного взаимодействия. 

 

ОБЩАЯ СХЕМА ПОСТРОЕНИЯ  

АСИМПТОТИК  

АНАЛИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 

 

При решении рассмотренных выше задач 

возникает необходимость асимптотического 

исследования быстроосциллирующих интегра-

лов в виде (1). Проблемы вычисления коротко-

волновых асимптотик таких интегралов возни-

кают в задачах дифракции, распространения 

электромагнитных волн в ионосфере и магнито-

сфере Земли и планет, дифракции лазерного 

излучения на локальных неоднородностях сре-

ды и СВЧ-излучения на телах сложной формы, 

распространения электромагнитного импульса 

при радиолокации, распространения акустиче-

ских, внутренних и поверхностных гравитаци-
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онных волн в атмосфере и океане, сейсмических 

волн в земной коре. Практическое значение 

асимптотических методов не ограничивается 

вопросами теории волновой дифракции, так как 

аналогичные интегральные конструкции возни-

кают также в задачах квантовой механики, 

например в физической кинематике и квантово-

механической теории соударений. Задачи о рас-

пространении импульсов различной физической 

природы, в том числе оптического диапазона, в 

диспергирующих сложных средах постоянно 

возникают в различных областях физики в свя-

зи с расширением области применения дистан-

ционного зондирования, неразрушающего кон-

троля и т.д. Действительно в подавляющем 

большинстве реальных природных сред наблю-

дается дисперсия распространяющегося в ней 

сигнала. Исключением может являться случай 

однородной безграничной среды в пренебреже-

нии потерями, в которой волновые возмущения 

описываются обычным волновым уравнением 

[16].  

Однако дисперсия появляется, если учесть 

любой из следующих факторов: границы среды, 

где распространяются колебания; наличие не-

однородности среды; релаксационные свойства 

среды. Для примера приведем простейшую по-

становку задачи об импульсе в диспергирую-

щей среде. Пусть поле возмущений на полуоси 

0x  описывается уравнением: 𝐿𝐹(𝑥, 𝑡) =
=  0,  𝑥 > 0, где 𝐿 – некоторый линейный опе-

ратор.  

Пусть некоторый источник излучения, рас-

положенный в точке 𝑥 = 0, создает первона-

чальный импульс: 𝐹(0, 𝑡) = 𝐹0(𝑡) (𝐹0(𝑡) ≡
≡  0,   𝑡 < 0). Такая задача решается с опреде-

ленными дополнительными условиями: 

𝐹(𝑥, 𝑡) ≡ 0, 𝑡 < 0, т.е. до включения источника 

возмущения отсутствуют, и 𝐹(𝑥, 𝑡) → 0, 𝑥 → ∞, 

т.е. на бесконечности источники отсутствуют. 

Для ее решения удобно воспользоваться преоб-

разованием Фурье  
 

Φ(𝑥, ω) = ∫ 𝐹(𝑥, 𝑡) exp( 𝑖ω𝑡)𝑑𝑡
∞

0
. 

 

Уравнение для функции Φ(𝑥, ω) принимает 

вид (для оператора L второго порядка по x) 
 

(𝑎0(ω) +
𝜕2𝑎2

𝜕𝑥2
(ω))Φ(𝑥, ω) = 0, 

 

где 𝑎0(ω),  𝑎2(ω) – некоторые функции часто-

ты, и его решение:  
 

Φ(𝑥, ω) = Φ0(ω) exp( 𝑖𝐾(ω)𝑥), 
 

где 𝐾(ω) = (𝑎1(ω)/𝑎2(ω))1/2. Тогда решение 

исходной задачи в интегральной форме имеет 

вид 

𝐹(𝑥, 𝑡) =
1

2π
∫Φ(𝑥, ω) exp( − 𝑖ω𝑡 +

Γ

 

 

+𝑖𝐾(ω)𝑥)𝑑ω, 
 

где контур Γ проходит параллельно оси Re ω и 

лежит выше всех особенностей подынтеграль-

ной функции.  

Однозначная ветвь корня 𝐾(ω) выбирается 

так, чтобы на контуре   было выполнено усло-

вие: Im𝐾 (ω) > 0. В подавляющем большин-

стве физически интересных случаев этот инте-

грал невозможно вычислить аналитически. Од-

нако  можно  найти  его  асимптотику  при 

𝑥, 𝑡 → ∞,   𝑥/𝑡 = const, для чего используется 

метод перевала [17]. Тогда рассмотрим анали-

тическое продолжение фазовой функции: 

 𝑆(ω) = 𝐾(ω)𝑥 − ω𝑡 в нижнюю полуплоскость. 

Обычно она имеет несколько точек ветвления, 

из которых для удобства исследования асимп-

тотики проведем вертикально вниз разрезы в 

комплексной плоскости ω. Очевидно, что на 

листе с этими разрезами функция 𝑆(ω) одно-

значна. Довольно тонким вопросом является 

отбор тех точек перевала, т.е. решений уравне-

ния 𝑆 ′(ω) = 0, которые лежат на рассматривае-

мом листе, и изучение их движения при изме-

нении параметра 𝑥/𝑡. Наконец, нужно найти 

топологически корректную деформацию конту-

ра ,  чтобы он «повис» на некоторых точках 

перевала и точках ветвления и проходил вблизи 

них по путям наискорейшего спуска. Если при 

деформировании контур пересекает полюса 

функции Φ0(ω), то к «вкладам» точек ветвле-

ния и перевала добавятся вычеты в этих полю-

сах. Вклад точки перевала ω𝑠, далекой от 

остальных точек перевала и других особых то-

чек, вычисляется классическим методом пере-

вала: после замены ω → τ, такой что 𝑆(ω) −
− 𝑆(ω𝑠) = −τ2, внеэкспоненциальная функция 

разлагается в ряд и почленно интегрируется, 

первый член получающегося асимптотического 

ряда  

ϕ(𝑥, 𝑡) ≈≈
Φ0(ω𝑠)[−𝑖2π𝑆″(ω𝑠)]

−1/2 exp[𝑖𝑆(ω𝑠)]. 
 

Для грубой оценки точности метода перева-

ла можно сравнить по порядку величины отно-

шение второго члена ряда к первому ε, вы-

числяемому по формуле [17] 
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В физических расчетах можно ограничиться 

формулой с первым членом асимптотического 

разложения, если значение ε мало. Если точка 

перевала ω𝑠 лежит на действительной оси: ω𝑠 и 

𝐾(ω𝑠) действительны, то асимптотическая фор-

мула описывает часть импульса, близкую к си-

нусоиде с локальной частотой ω𝑠, локальным 

волновым числом 𝐾(ω𝑠), локальной фазовой 

скоростью ω𝑠/𝐾(ω𝑠). Огибающая синусоиды 

движется со скоростью, которая равна 

(𝐾 ′(ω𝑠))
−1

 – групповой скорости узкополосно-

го пакета с центральной частотой s , амплиту-

да огибающей убывает пропорционально 1/2 .t  

Если же ω𝑠 комплексна, то наблюдается также 

экспоненциальный рост (Im 0)s   или экспо-

ненциальное затухание (Im 0)s  . В частно-

сти, если s  лежит на мнимой оси, то участок 

импульса локально похож на экспоненту. 

Ситуация усложняется, если при изменении 

параметра 𝑥/𝑡 точка перевала ω𝑠 сближается с 

другой точкой (точками) перевала или с какой-

либо особенностью (полюсом, точкой ветвле-

ния) функции Φ0(ω). В этом случае описанный 

выше стандартный метод перевала неприменим, 

для исследования асимптотики импульса с по-

мощью подходящей замены следует свести ис-

ходный интеграл к более сложным эталонным 

интегралам. Например, при слиянии двух точек 

перевала асимптотика интеграла выразится че-

рез функцию Эйри, при слиянии точки перевала 

и полюса – через интеграл Френеля и т.д. Важно 

отметить, что наиболее интересными с практи-

ческой точки зрения являются именно локаль-

ные максимумы сигнала, а поле в окрестности 

этих максимумов как раз и описывается эталон-

ными интегралами. Например, случай слияния 

трех точек перевала описывается функцией 

Пирси, популярной в теории особенностей. Од-

нако нередко возникают физически интересные 

случаи, не являющиеся случаем «общего поло-

жения». Например, если две из трех сливаю-

щихся точек перевала движутся строго симмет-

рично относительно третьей, то асимптотика 

соответствующего интеграла выражается через 

функцию Ханкеля [18].  

Универсальный характер асимптотических 

методов расчета волновых импульсов можно 

дополнить некоторыми универсальными эври-

стическим условиями (критериями) примени-

мости этих методов. Эти критерии обеспечива-

ют внутренний контроль применимости исполь-

зованных асимптотических методов, и в ряде 

случаев на основе сформулированных критери-

ев удается оценивать волновые поля там, где 

данные методы неприменимы. Тем самым от-

крываются широкие возможности анализа вол-

новых картин в целом, что важно как для пра-

вильной постановки теоретических исследова-

ний, так и для проведения оценочных расчетов 

при экспериментальных или натурных измере-

ниях волновых пакетов лазерного излучения. 

Особая роль данных методов обусловлена тем 

обстоятельством, что параметры реальных при-

родных сред, как правило, известны прибли-

женно, и попытки точного численного решения 

исходных уравнений, описывающих излучение 

и распространения волновых импульсов с ис-

пользованием таких параметров, могут приве-

сти к потере точности. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В работе теоретически изучены статистиче-

ские выражения, описывающие изменение сте-

пени когерентности широкополосного лазерно-

го излучения с наклоненным слоем когерентно-

сти в однородной среде. Рассмотрен случай из-

менения пространственной когерентности пере-

секающихся широкополосных световых пучков 

с параллельными слоями когерентности. Дана 

оценка области когерентного взаимодействия 

для указанного случая, и определено, что сте-

пень когерентности диспергированного луча с 

расстоянием уменьшается заметно быстрее, чем 

в случае без использования дисперсионного 

элемента. В рамках использованных моделей 

получено, что нарушение когерентности при 

распространении светового пучка возрастает с 

ростом угла наклона слоев когерентности. Была 

также изучена возможность значительного уве-

личения области когерентного взаимодействия 

пересекающихся лучей в результате наклона их 

слоев когерентности таким образом, чтобы с 

помощью установки определенного значения 

угла их пересечения можно было получить для 

них параллельность слоев когерентности. В 

этом случае снимаются ограничения на попе-

речный размер перекрывающихся лучей и ста-
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новится возможным использовать всю область 

их перекрытия. 
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 In this paper, statistical expressions describing the change in the degree of coherence of broadband laser radiation 

with an inclined coherence layer in a homogeneous medium are theoretically studied. The case of changes in the spa-
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tial coherence of intersecting broadband light beams with parallel layers of coherence is considered. An assessment of 

the region of coherent interaction for this case is given, and it is determined that the degree of coherence of a dis-

persed beam decreases noticeably faster with distance than in the case without the use of a dispersive element. Within 

the framework of the models used, it was found that the violation of coherence during the propagation of a light beam 

increases with increasing angle of inclination of the coherence layers. The possibility of significantly increasing the 

area of coherent interaction of intersecting beams as a result of tilting their coherence layers in such a way that by set-

ting a certain value of the angle of their intersection it was possible to obtain parallelism of the coherence layers for 

them was also studied. In this case, restrictions on the transverse size of the overlapping beams are removed and it be-

comes possible to use the entire area of their overlap. A general scheme for constructing the asymptotics of the ob-

tained analytical solutions was outlined. It is shown that the universal nature of asymptotic methods for calculating 

wave impulses can be supplemented with some universal heuristic conditions and criteria for the applicability of these 

methods. These criteria provide internal control over the applicability of the asymptotic methods used, and in a num-

ber of cases, based on the formulated criteria, it is possible to evaluate wave fields where these methods are not appli-

cable. This opens up wide possibilities for analyzing wave patterns as a whole, which is important both for the correct 

formulation of theoretical studies and for carrying out evaluation calculations during experimental or field measure-

ments of wave packets of laser radiation.  

 

Key words: wavefront reversal, broadband laser radiation, coherence, dispersive element, loop circuit. 
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