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Разработан метод построения точных решений нелинейных уравнений математической физики неавто-

номного вида, коэффициенты которых зависят от времени, путем использования решений с обобщенным 
или функциональным разделением переменных более простых уравнений математической физики автоном-
ного вида, коэффициенты которых не зависят от времени. Рассмотрены конкретные примеры построения 
точных решений нелинейных уравнений математической физики, коэффициенты которых произвольным 
образом зависят от времени. Показано, что решения с обобщенным и функциональным разделением пере-
менных нелинейных уравнений математической физики с постоянным запаздыванием можно использовать 
для построения точных решений более сложных нелинейных уравнений математической физики с перемен-
ным запаздыванием общего вида. Описан ряд нелинейных реакционно-диффузионных уравнений с пере-
менным запаздыванием, которые допускают точные решения с обобщенным разделением переменных. 

 
Ключевые слова: нелинейные уравнения математической физики, уравнения в частных производных с 

запаздыванием, методы решения, точные решения, решения с обобщенным разделением переменных, реше-
ния с функциональным разделением переменных. 

DOI: 10.26583/vestnik.2024.318 
EDN JGRBCV  
 

 
ВВЕДЕНИЕ. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ 

 
Точные решения уравнений математической 

физики играют важную роль для анализа каче-
ственных особенностей многих явлений и про-
цессов в различных областях естествознания. 
Они наглядно демонстрируют и позволяют 
лучше понять механизмы таких сложных нели-
нейных эффектов, как пространственная лока-
лизация процессов переноса, множественность 
или отсутствие стационарных состояний при 
определенных условиях, существование режи-
мов с обострением, возможная негладкость или 
разрывность искомых величин и др. Простые 
решения линейных и нелинейных дифференци-
альных уравнений широко используются для 
иллюстрации теоретического материала и неко-
торых приложений в учебных курсах универси-
тетов и технических вузов (по прикладной ма-
тематике, теоретической физике, теории тепло- 
и массопереноса, гидродинамике, газовой ди-
намике, теории волн, нелинейной оптике и др.). 

Точные решения уравнений играют важную 
роль стандартных математических эталонов, 
которые могут быть использованы в качестве 
тестовых задач для оценки точности различных 
численных и приближенных аналитических ме-
тодов. Они необходимы также для разработки и 
совершенствования соответствующих разделов 
компьютерных программ, предназначенных для 
аналитических вычислений (системы компью-
терной алгебры Mathematiсa, Maple и др.). 

Под точными решениями нелинейных урав-
нений математической физики обычно понима-
ются решения, которые выражаются [1, 2]: 

(i) через элементарные функции или в виде 
квадратур (т.е. с помощью элементарных функ-
ций и неопределенных интегралов); 

(ii) через решения обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (далее – ОДУ) или систем 
таких уравнений. 

Для более сложных уравнений математиче-
ской физики с запаздыванием к точным реше-
ниям из пп. (i) и (ii) надо добавить решения, ко-
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торые выражаются через решения ОДУ с запаз-
дыванием или систем ОДУ с запаздыванием [3]. 

Наиболее распространенные методы постро-
ения точных решений нелинейных уравнений 
математической физики излагаются в [1, 4–15] 
(о методах построения точных решений нели-
нейных дифференциальных уравнений с запаз-
дыванием см. [3, 16]). 

В данной работе будут описаны новые мето-
ды построения точных решений сложных нели-
нейных уравнений математической физики (в 
том числе и уравнений с запаздыванием), осно-
ванные на использовании решений с обобщен-
ным или функциональным разделением пере-
менных более простых уравнений математиче-
ской физики. Эти методы базируются на прин-
ципе структурной аналогии решений, который 
формулируется следующим образом: точные 
решения более простых уравнений могут слу-
жить основой для построения решений более 
сложных родственных уравнений. 

 
ОБЩИЕ ФОРМУЛИРОВКИ  

РАССМАТРИВАЕМЫХ ПРОБЛЕМ 
 
Приведем общие формулировки двух важ-

ных проблем, которые обсуждаются в данной 
статье. 
Проблема 1. Пусть известно точное решение 

u = u (x, t) некоторого нелинейного уравнения 
математической физики, зависящего от свобод-
ных параметров a1, ..., ap. Возникает вопрос: в 
каких случаях можно что-либо сказать о точных 
решениях более сложного уравнения математи-
ческой физики, полученного из исходного пу-
тем замены свободных параметров на произ-
вольные функции a1 (t), ..., ap (t)? 

В следующем разделе будет показано, каким 
образом точные решения с обобщенным или 
функциональным разделением переменных не-
линейных уравнений математической физики 
автономного вида, коэффициенты которых не 
зависят от времени, можно использовать для 
построения точных решений более общих нели-
нейных уравнений математической физики не-
автономного вида, коэффициенты которых про-
извольным образом зависят от времени t. 
Проблема 2. Пусть известно точное решение 

u = u(x, t) некоторого нелинейного уравнения 
математической физики с постоянным запазды-
ванием τ. Возникает вопрос: в каких случаях 
можно что-либо сказать о точных решениях бо-
лее сложного уравнения математической физи-
ки, полученного из исходного путем замены 

постоянного запаздывания τ на произвольное 
переменное запаздывание τ(t)? 

В предпоследнем разделе будет показано, 
каким образом точные решения с обобщенным 
или функциональным разделением переменных 
нелинейных уравнений математической физики 
с постоянным запаздыванием можно использо-
вать для построения точных решений более 
сложных нелинейных уравнений математиче-
ской физики с переменным запаздыванием об-
щего вида.  
 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РЕШЕНИЙ  
АВТОНОМНЫХ УРАВНЕНИЙ  

ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ  
НЕАВТОНОМНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
Покажем, каким образом для построения 

точных решений уравнений математической 
физики неавтономного вида, коэффициенты 
которых зависят от времени t, можно использо-
вать решения родственных более простых урав-
нений математической физики автономного ви-
да, коэффициенты которых не зависят от вре-
мени. Используя принцип «от простого к слож-
ному», последовательность и логику рассужде-
ний в подобных случаях продемонстрируем на 
нескольких конкретных примерах, после анали-
за которых сформулируем общие выводы в виде 
утверждений. 
Пример 1. Рассмотрим нелинейное уравне-

ние реакционно-диффузионного типа  
 

1 2 ,t xxu a uu a= +                       (1) 
 

где 1a  и 2a  – свободные параметры. Уравнение 
(1) допускает точное решение с обобщенным 
разделением переменных, квадратичное по про-
странственной переменной 
 

u = ψ1 (t) x2 +ψ2 (t),                    (2) 
 

где функции ψ1 = ψ1 (t) и ψ2 = ψ2 (t) удовлетво-
ряют нелинейной системе ОДУ: 

 
2

1 1 2 1 1 2 212 , 2 .а а а′ ′ψ = ψ ψ = ψ ψ +         (3)
  

Здесь и далее штрихи обозначают производные 
по t. Система (3) легко интегрируется, однако 
это нам далее не понадобится. 

Заменив теперь формально в уравнении (1) 
параметры 1a  и 2a  на произвольные функции 

1a (t) и 2 ( )a t , получим 
 

1 2( ) ( ).t xxu a t uu a t= +                  (4) 
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Легко проверить, что уравнение (4) также 
допускает точное решение вида (2), где функ-
ции ψ1 = ψ1(t) и ψ2 = ψ2(t) удовлетворяют нели-
нейной системе ОДУ (3), в которой параметры 

1a  и 2a  надо соответственно заменить на произ-
вольные функции 1a (t) и 2a (t). 

Рассмотренный иллюстративный пример 
позволяет сделать простое обобщение, которое 
можно сформулировать в виде следующего 
утверждения. 
Утверждение 1. Пусть автономное нелиней-

ное уравнение с частными производными 
 

( )
1( , , , ..., ; , ..., ),n

t x x pu F x u u u a a=
       

(5) 
 

зависящее от свободных параметров 1 , ..., ,pa a  
имеет решение с обобщенным разделением пере-
менных в виде полинома по пространственной 
переменной x: 

 
0

( ) .
m

k
k

k
u t x

=
= ψ

                     
(6) 

 

Тогда более сложное неавтономное уравне-
ние с частными производными 

 
( )

1( , , , ..., ; ( ), ..., ( )),n
t x x рu F x u u u a t a t=    (7) 

 

которое получено из уравнения (5) формальной 
заменой параметров 1 , ..., pa a  на произвольные 

функции 1 ( ), ..., ( ),pa t a t  также допускает точ-
ное решение вида (6) с другими функциями 

( ).k tψ  
Утверждение 1 является частным случаем 

сформулированного далее более общего утвер-
ждения 2. 
Пример 2. Рассмотрим другое нелинейное 

уравнение реакционно-диффузионного типа  
 

2 2
1 2 ( 0),t xх xu a u u bu a b= + + + >

             
(8) 

 

где 1a , 2a , b – свободные параметры. Уравне-
ние (8) допускает точное решение с обобщен-
ным разделением переменных, содержащее три-
гонометрическую функцию x, вида 

 

1 2( ) cos( ) ( ),u t bx t= ψ + ψ
 
              (9) 

 

где функции 1 1 ( )tψ = ψ  и 2 2 ( )tψ = ψ  удовле-
творяют нелинейной системе ОДУ: 

  

1 1 2 1 1
2 2

2 21 2

2 ,

( ) .

b а b

b a

′ψ = ψ ψ − ψ
′ψ = ψ + ψ +

                (10) 

 

Заменив формально в уравнении (8) пара-
метры 1a  и 2a  на произвольные функции 1 ( )a t  
и 2 ( )a t , получим 

2 2
1 2( ) ( ) ( 0).t xх xu a t u u bu a t b= + + + >   

  
(11) 

 

Легко проверить, что уравнение (11) также 
допускает точное решение вида (9), где функ-
ции 1 1 ( )tψ = ψ  и 2 2 ( )tψ = ψ  удовлетворяют 
нелинейной системе ОДУ (10), в которой пара-
метры 1a  и 2a надо заменить на произвольные 
функции 1 ( )a t  и 2 ( )a t . 

Попытка аналогичным образом заменить 
константу b в уравнении (8) на произвольную 
функцию b(t) отказывается безуспешной, по-
скольку в этом случае функция (9) при b = b(t) 
уже не будет являться точным решением такого 
модифицированного уравнения. Это произошло 
потому, что координатная функция ( )хϕ =  

cos( )bx=  в решении (9) явным образом зави-
сит от параметра b. 

Рассмотренный пример позволяет сделать 
достаточно очевидное обобщение, которое 
сформулируем в виде следующего утвержде-
ния. 
Утверждение 2. Пусть автономное нелиней-

ное уравнение с частными производными (5), 
зависящее от свободных параметров 1 , ..., ,pa a  
имеет решение с обобщенным разделением пе-
ременных вида 

1
( ) ( ),

m

k k
k

u t x
=

= ψ ϕ                (12) 

 

в котором все линейно независимые координат-
ные функции ( )k xϕ  не зависят от параметров 

1 , ..., ,pa a  а функции ( )k k tψ = ψ  описываются 
автономной системой ОДУ: 
 

1 1( , ..., ; , ..., ),

1, ..., .
k k m pf а a

k m

′ψ = ψ ψ

=
    

    
(13) 

 

Тогда более сложное неавтономное уравне-
ние с частными производными (7), которое по-
лучено из уравнения (5) формальной заменой 
параметров 1 , ..., ka a  на произвольные функции 

1 ( ), ..., ( ),pa t a t  допускает точное решение вида 

(12), где координатные функции ( )k xϕ  не ме-



ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ C ПОМОЩЬЮ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ БОЛЕЕ ПРОСТЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

– 69 – 

няются, а функции ( )k k tψ = ψ  описываются 
неавтономной системой ОДУ: 

 

1 1( , ..., ; ( ), ..., ( )),

1, ..., .
k k m pf а t a t

k m

′ψ = ψ ψ

=
      (14) 

 

Это утверждение можно доказать, используя 
результаты [11] (см. также [1, 13]). Действи-
тельно, подставим (12) в автономное уравнение 
(5), а затем исключим производные по времени 
с помощью ОДУ (13). Заменив далее функции 

( )k tψ  на произвольные константы kC , полу-
чим 

1

1 1
1

( )

( , ..., ; , ..., ) ( ),

m

k k
k

m

k m p k
k

F C x

f C C а a x

=

=

 
ϕ = 

  

= ϕ




       (15) 

 

где через F[u] обозначена правая часть уравне-
ния (5). Соотношения (15) означают (см. [1, 11), 
что конечномерное линейное подпространство 
 

{ }1 ( ), ..., ( ) ,m mL х x= ϕ ϕ                (16) 
 

элементами которого являются всевозможные 
линейные комбинации координатных функций 

1 ( ), ..., ( ),mx xϕ ϕ  входящих в решение (12), ин-
вариантно относительно нелинейного диффе-
ренциального оператора по пространственной 
переменной x, стоящего в правой части авто-
номного уравнения (5). Нелинейный дифферен-
циальный оператор в правой части более слож-
ного неавтономного уравнения с частными про-
изводными (7), полученного из уравнения (5) 
формальной заменой параметров 1 , ..., ka a  на 
произвольные функции 1 ( ), ..., ( ),pa t a t  пара-
метрически зависит от времени t (содержит 
производные только по переменной x). Поэтому 
при подстановке выражения (12) в правую часть 
уравнения (7), функции 1 ( ), ..., ( )pa t a t  ведут 
себя как константы [1], что в итоге и приводит 
неавтономной системе ОДУ (14) для функций 

( )k k tψ = ψ . 
Замечание 1. В левой части нелинейных 

уравнений (5) и (7) вместо первой производной 
ut может стоять вторая производная utt или лю-
бая линейная комбинация производных по t ви-
да ( )

1[ ] ( ) .s i
i tiL u c t u==  В этом случае в левой 

части ОДУ (13) и (14) в утверждении 2 вместо 

первых производных k′ψ  должны стоять вторые 
производные k′′ψ  или выражения [ ].kL ψ  

Утверждение 2 допускает упрощенную более 
краткую (но менее информативную) формули-
ровку, которая приведена ниже. 
Утверждение 2a. Пусть автономное уравне-

ние с частными производными (5), зависящее от 
свободных параметров 1, ..., ,pa a  имеет реше-
ние (12), в котором линейно независимые коор-
динатные функции ( )k xϕ  не зависят от пара-
метров 1, ..., .pa a  Тогда более сложное неавто-
номное уравнение с частными производными 
(7), полученное из уравнения (5) формальной 
заменой параметров 1, ..., ka a  на произвольные 
функции 1 ( ), ..., ( ),pa t a t  также допускает точ-
ное решение вида (12), в котором координатные 
функции ( )k xϕ  не меняются, а функции 

( )k k tψ = ψ  описываются подходящей системой 
ОДУ. 

Утверждения 1 и 2 можно обобщить также 
на случай нелинейных уравнений математиче-
ской физики, которые допускают более слож-
ные точные решения с функциональным разде-
лением переменных. Проиллюстрируем сказан-
ное на конкретном примере. 
Пример 3. Рассмотрим уравнение реакцион-

но-диффузионного типа с логарифмической не-
линейностью 

1 2 ln ,t xxu a u a u u= +                    (17) 
 

где 1a  и 2a  – свободные параметры.  
Уравнение (17) допускает точное решение с 

функциональным разделением переменных ви-
да [1, 11]: 

 

2
1 2 3exp[ ( ) ( ) ( )],u t x t x t= ψ + ψ + ψ       (18) 

 

где функции ( )n n tψ = ψ  (n = 1, 2, 3) удовлетво-
ряют нелинейной системе ОДУ: 
 

2
1 1 2 11

2 1 1 2 2 2
2

3 2 3 1 11 2

4 ,
4 ,

2 .

а а

а а

а а а

′ψ = ψ + ψ
′ψ = ψ ψ + ψ

′ψ = ψ + ψ + ψ

             (19) 

 

Заменив теперь формально в уравнении (17) 
параметры 1a  и 2a  на произвольные функции 

1 ( )a t  и 2 ( ),a t  получим более сложное уравне-
ние 



А.Д. Полянин 
 

– 70 – 

1 2( ) ( ) lnt xxu a t u a t u u= +             (20) 
 

Легко проверить, что уравнение (20) также до-
пускает точное решение вида (18), где функции 

( )n n tψ = ψ  (n = 1, 2, 3) удовлетворяют нели-
нейной системе ОДУ (19), в которой параметры 

1a  и 2a  надо соответственно заменить на про-
извольные функции 1 ( )a t  и 2 ( ).a t  

Рассмотренный иллюстративный пример 
позволяет сделать простое обобщение, приве-
денное ниже. 
Утверждение 3. Пусть автономное нелиней-

ное уравнение с частными производными (5), 
зависящее от свободных параметров 1, ..., ,pa a  
имеет решение с функциональным разделением 
переменных вида 

0
( ), ( ) ,

m
k

k
k

u U z z t x
=

= = ψ
               

(21) 

 

где U(z) – некоторая функция, не зависящая от 
параметров 1, ..., .pa a  Тогда более сложное не-
автономное уравнение с частными производ-
ными (7), которое получено из уравнения (5) 
формальной заменой параметров 1, ..., pa a  на 

произвольные функции 1 ( ), ..., ( ),pa t a t  также 
допускает точное решение вида (21) с той же 
самой функцией U(z), но с другими функциями 

( ).k tψ  
Данное утверждение доказывается путем пе-

рехода к новой переменной z в уравнениях (5) и 
(7) с использованием подстановки u = U(z), по-
сле чего преобразованные уравнения будут 
иметь решения с обобщенным разделением пе-
ременных, к которым применимо утвержде-
ние 1. 

Утверждение 3 допускает дальнейшее обоб-
щение, описанное ниже. 
Утверждение 4. Пусть автономное нели-

нейное уравнение с частными производными 
(5), зависящее от свободных параметров 

1 ( ), ..., ( ),pa t a t  имеет решение с функциональ-
ным разделением переменных вида 

 

1
( , ) ( ), где ( ) ( ),

m

k k
k

u x t U z z x t
=

= = ϕ ψ
   

(22) 

 

в котором все координатные функции ( )k xϕ  и 
внешняя функция U(z) не зависят от параметров 

1, ..., ,pa a  а функции ( )k k tψ = ψ  описываются 
автономной системой ОДУ (13). Тогда более 

сложное неавтономное уравнение с частными 
производными (7), которое получено из уравне-
ния (5) формальной заменой параметров 

1, ..., pa a  на произвольные функции a1(t), …, 
ap(t), допускает точное решение вида (22), где 
координатные функции ( )k xϕ  и функция U(z) 
не меняются, а функции ( )k k tψ = ψ  описыва-
ются неавтономной системой ОДУ (14). 

Утверждение 4 доказывается путем перехода 
к новой переменной z в уравнениях (5) и (7) с 
использованием подстановки u = U(z), после 
чего преобразованные уравнения будут иметь 
решения с обобщенным разделением перемен-
ных, к которым применимо утверждение 2. 

Утверждение 4 допускает упрощенную более 
краткую (но менее информативную) формули-
ровку, которая приведена ниже. 
Утверждение 4a. Пусть автономное уравне-

ние с частными производными (5), зависящее от 
свободных параметров 1, ..., ,pa a  имеет реше-
ние с функциональным разделением перемен-
ных (22), в котором координатные функции 

( )k xϕ  и внешняя функция U(z) не зависят от 
параметров 1, ..., .pa a  Тогда более сложное не-
автономное уравнение (7), полученное из урав-
нения (5) формальной заменой параметров 

1, ..., pa a  на произвольные функции 

1 ( ), ..., ( ),pa t a t также допускает точное реше-
ние вида (22), в котором координатные функции 

( )k xϕ  и функция U(z) не меняются, а функции 
( )k k tψ = ψ описываются подходящей системой 

ОДУ. 
 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РЕШЕНИЙ  
УРАВНЕНИЙ С ПОСТОЯННЫМ  

ЗАПАЗДЫВАНИЕМ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ 
ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ  

С ПЕРЕМЕННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 
 
Покажем, каким образом для построения 

точных решений уравнений математической 
физики с переменным запаздыванием общего 
вида можно использовать решения родственных 
более простых уравнений математической фи-
зики с постоянным запаздыванием. Последова-
тельность и логику полезных предварительных 
рассуждений в подобных случаях продемон-
стрируем на двух конкретных примерах, после 
анализа которых сформулируем общие выводы 
в виде утверждений. 
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Пример 4. Рассмотрим реакционно-диф-
фузионное уравнение с квадратичной нелиней-
ностью и постоянным запаздыванием  

 

( ) , ( , ),t x xu а uu bu u u x t= + = − τ          (23) 
 

где τ = сonst > 0, которое допускает решение с 
обобщенным разделением переменных 

 

2
1 2( ) ( ),u t x t= ψ + ψ                   (24) 

 
где функции 1 1 ( ),tψ = ψ  2 2 ( )tψ = ψ  удовле-
творяют нелинейной системе ОДУ с постоян-
ным запаздыванием: 
 

2
1 1 11 1

2 1 2 2 2 2

6 , ( ),

2 , ( ).

а b t

а b t

′ψ = ψ + ψ ψ = ψ − τ
′ψ = ψ ψ + ψ ψ = ψ − τ

    (25) 

 

Заменив в (23) постоянную τ > 0 на произ-
вольную положительную функцию времени τ(t), 
получим более сложное нелинейное уравнение 
реакционно-диффузионного типа с квадратич-
ной нелинейностью и переменным запаздыва-
нием 

 

( ) , ( , ( )).t x xu а uu bu u u x t t= + = − τ         (26) 
 

Поскольку содержащий производные по x 
нелинейный член в правых частях уравнений 
(23) и (26) одинаков, естественно предполо-
жить, что степенная структура решений по про-
странственной переменной обоих уравнений 
также будет одинаковой, а изменятся только 
зависящие от t функциональные множители при 
различных степенях x. 

Другими словами, ищем точные решения ре-
акционно-диффузионного уравнения с пере-
менным запаздыванием (26) в той же форме 
(24), что и решения исходного уравнения с по-
стоянным запаздыванием (23). В итоге, для 
функций 1 1 ( ),tψ = ψ  2 2 ( )tψ = ψ  получим си-
стему ОДУ (25), в которой τ надо заменить на 
τ(t). 

Результаты, описанные в данном примере, 
допускают обобщение, сформулированное ни-
же. 
Утверждение 5. Пусть нелинейное уравне-

ние математической физики с постоянным за-
паздыванием 

 

( )( ) ( ), , , ..., ; , , ..., ,

( , ),

n p
t x x x xu F x u u u u u u

u u x t

=

= − τ
    (27) 

 

где n > p, имеет решение с обобщенным разде-
лением переменных 
 

1
( ) ( ),

m

k k
k

u x t
=

= ϕ ψ                   (28) 

 

в котором линейно независимые координатные 
функции ( )k xϕ  не зависят от τ, а функции 

( )k k tψ = ψ  описываются системой ОДУ с по-
стоянным запаздыванием: 
 

1 1( , ..., ; , ..., ),
( ), 1, ..., .

k m mk

k k

f
t k m

′ψ = ψ ψ ψ ψ
ψ = ψ − τ =

       (29) 

 

Тогда более сложное уравнение с переменным 
запаздыванием 

 
( ) ( )( , , , ..., ; , , ..., ),

( , ( )),

n p
t x x x xu F x u u u u u u

u u x t t
=

= − τ    (30) 

 

которое получено из уравнения (27) формаль-
ной заменой постоянной τ на произвольную 
функцию времени τ (t), также допускает точное 
решение вида (28), где координатные функции 

( )k xϕ не меняются, а функции ( )k k tψ = ψ опи-
сываются системой ОДУ с переменным запаз-
дыванием: 

 

 
1 1( , ..., ; , ..., ),

( ( )), 1, ..., .
k m mk

k k

f
t t k m

′ψ = ψ ψ ψ ψ
ψ = ψ − τ =

         (31) 

 

Доказательство утверждения 5 проводится 
аналогично доказательству утверждения 2. 
Замечание 2. В левой части уравнений (27) 

вместо первой производной tu  может стоять 
любая линейная комбинация производных по t 
вида ( )

1[ ] ,s i
i tiL u a u==  причем коэффициенты 

ia  произвольным образом могут зависеть от 
времени, ( ).i ia a t=  В этом случае в левой ча-
сти ОДУ (29) и (31) в утверждении 5 вместо 
первых производных k′ψ  должны стоять выра-
жения [ ].kL ψ  

Утверждение 5 можно обобщить на случай 
нелинейных уравнений математической физики 
с запаздыванием, которые допускают более 
сложные точные решения с функциональным 
разделением переменных. Проиллюстрируем 
сказанное на конкретном примере. 
Пример 5. Рассмотрим уравнение реакцион-

но-диффузионного типа с двойной логарифми-
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ческой нелинейностью и постоянным запазды-
ванием 

 

2( ln ln ),
( , ),

t xxu u u a u b u
u u x t

= + +
= − τ

              (32) 

 

которое при a > 0 допускает точное решение с 
функциональным разделением переменных ви-
да [17]: 
 

1 2

1 2

exp[ ( ) ( ) ( )],

( ) cos( ) sin( ),

u t x t

x C ax C ах

= ψ ϕ + ψ

ϕ = +
             (33) 

 
где 1C  и 2C  – произвольные постоянные, а 
функции 1 1 ( )tψ = ψ  и 2 2 ( )tψ = ψ  удовлетво-
ряют нелинейной системе ОДУ с постоянным 
запаздыванием: 
 

1 1 2 1 1

1 1
2 2 2 2

2 1 2 1 2 2

2 2

2 ,
( ),

( ) ,
( ).

а а b
t

а C C a b
t

′ψ = ψ ψ − ψ + ψ
ψ = ψ − τ

′ψ = + ψ + ψ + ψ
ψ = ψ − τ

        (34) 

 
Заменив теперь формально в уравнении (32) 

постоянную τ на произвольную функцию τ(t), 
получим более сложное уравнение 

 

2( ln ln ),
( , ( )).

t xxu u u a u b u

u u x t t

= + +

= −τ
             (35) 

 

Легко проверить, что уравнение (35) также до-
пускает точное решение вида (33), где функции 

1 1 ( )tψ = ψ  и 2 2 ( )tψ = ψ  удовлетворяют нели-
нейной системе ОДУ (34), в которой постоян-
ную τ надо заменить на произвольную функцию 
τ(t). 

Рассмотренный иллюстративный пример 
позволяет сделать обобщение, которое сформу-
лируем в виде утверждения. 
Утверждение 6. Пусть нелинейное уравне-

ние с постоянным запаздыванием (27) имеет 
решение с функциональным разделением пере-
менных вида 

 

( , ) ( ),u x t U z=  
где 

1
( ) ( ),

m

k k
k

z x t
=

= ϕ ψ  

 

в котором линейно независимые координатные 
функции ( )k xϕ  и внешняя функция U(z) не за-
висят от параметра τ, а функции ( )k k tψ = ψ  
описываются системой ОДУ с постоянным за-
паздыванием (29). Тогда более сложное уравне-
ние с переменным запаздыванием (30), которое 
получено из уравнения (27) формальной заме-
ной постоянной τ на произвольную функцию 
времени τ (t), допускает точное решение вида 
(28), где координатные функции ( )k xϕ  и функ-
ция U(z) не меняются, а функции ( )k k tψ = ψ  
описываются системой ОДУ с переменным за-
паздыванием (31). 

В табл. 1 приведены некоторые нелинейные 
реакционно-диффузионные уравнения с пере-
менным запаздыванием, допускающие точные 
решения с обобщенным и функциональным 
разделением переменных (использовались ре-
зультаты, приведенные в [3]. Считается, что τ = 
= τ(t) произвольная положительная непрерывно 
дифференцируемая функция (в частности, в 
случае пропорционального запаздывания в 
уравнениях следует положить τ = (1 − p)t, т. е. 
τ – t = pt, где 0 < p < 1). Отметим, что решения с 
функциональным разделением переменных 
двух последних уравнений в табл. 1 представ-
лены в неявной форме. 

 
КРАТКИЕ ВЫВОДЫ 

 
Обнаружено, что точные решения с обоб-

щенным и функциональным разделением пере-
менных нелинейных уравнений математической 
физики автономного вида, коэффициенты кото-
рых не зависят от времени t, можно использо-
вать для построения точных решений более об-
щих нелинейных уравнений неавтономного ви-
да, коэффициенты которых произвольным обра-
зом зависят от времени. Приведены примеры 
точных решений нелинейных неавтономных 
уравнений математической физики. Показано, 
что точные решения с обобщенным или функ-
циональным разделением переменных нелиней-
ных уравнений математической физики с по-
стоянным запаздыванием позволяют находить 
точные решения более сложных нелинейных 
уравнений математической физики с перемен-
ным запаздыванием общего вида. Описаны не-
которые нелинейные реакционно-диффузион-
ные уравнения с переменным запаздыванием, 
допускающие точные решения с обобщенным 
разделением переменных. 
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Таблица 1. Реакционно-диффузионные уравнения с переменным запаздыванием общего вида, 
допускающие решения с обобщенным функциональным разделением переменных 

 
Исходное уравнение Вид решений Определяющее уравнение 

( / )t xxu аu uf u u= +  u = [C1 cos (βx)+C2 sin (βx)]ψ(t); 
u = [C1 exp (–βx) + C2 exp (βx)]ψ(t); 
u = (C1x+ C2)ψ(t) 

2

2

( / );
( / );

( / )

t

t

t

a f
a f

f

′ψ = − β ψ + ψ ψ ψ
′ψ = β ψ + ψ ψ ψ
′ψ = ψ ψ ψ

 

ln
( / )

t xxu аu bu u
uf u u
= + +

+
 

u = ϕ(x)ψ(t) 1

1

ln ,
ln ( / )

xx

t

а С b
С b f

′′ϕ = ϕ− ϕ ϕ
′ψ = ψ + ψ ψ + ψ ψ ψ  

( )t xxu аu f u u= + −  u = C2 x2+ C1 x + ψ(t) 22 ( )t С а f′ψ = + ψ −ψ  

( )t xxu аu bu f u u= + + −  u = C1 cos (λx) + C2 sin (λx) + ψ(t), 
      где /b aλ =  (при ab > 0); 
u = C1 exp (–λx) + C2 exp (λx) + ψ(t), 
      где /b aλ = −  (при ab < 0) 

( );t b f′ψ = ψ + ψ −ψ  
 

( )t b f′ψ = ψ + ψ −ψ  

( ) ( / )k
t x xu а u u uf u u= +  u = ϕ(x)ψ(t) 1

1
1

( ) ,
( / )

k
x x

k
t

а С

С f+

′ ′ϕ ϕ = ϕ
′ψ = ψ + ψ ψ ψ  

1

( )
( / )

k
t x x

k

u а u u

bu uf u u+

= +

+ +
 

1
1

1 2сos( ) sin( ) ( ),ku С x C x t+ = β + β ψ   

      где ( 1) / ,b k aβ = +  b(k + 1) > 0; 
1

11 2( ) ( ),x x ku С е C е t−β β += + ψ  
      где ( 1) / ,b k aβ = − +  b(k + 1) < 0; 

2
1 2еxp ( ),

2
bu С x C x t
a

 = − + ψ 
   

      при k = –1; 
u = ϕ(x)ψ(t) (обобщает предыдущие  
      решения) 

 

( / );t f′ψ = ψ ψ ψ  
 
 
 

( / );t f′ψ = ψ ψ ψ  
 
 

( / );t f′ψ = ψ ψ ψ  
 
 

1
1( ) ,k k

x xа b С+′′ ′ϕ ϕ + ϕ = ϕ  
1

1 ( / )k
t С f+′ψ = ψ + ψ ψ ψ  

( ) ( )u
t x xu а е u f u uλ= + −  2

1 2 3
1 ln( ) ( )u С x C x C t= λ + + + ψ
λ

 12 ( )t аС е fλϕ′ψ = + ψ −ψ  

( )
( )

u
t x x

u

u а e u

be f u u

λ

λ

= +

+ + −
 1 2

1 ln[ сos( ) sin( )] ( ),u С x C x t= β + β + ψ
λ

 

      где  / ,b aβ = λ  bλ > 0; 

1 2
1 ln( ) ( ),x xu С е C е t−β β= + + ψ
λ  

      где / ,b aβ = − λ   bλ < 0; 
u = ϕ(x) +ψ(t) (обобщает  
      предыдущие решения) 

( );t f′ψ = ψ −ψ  
 

( );t f′ψ = ψ −ψ  
 
 
 

1( ) ,xx xа е bе Сλϕ λϕ′ ′ϕ + =  
1 ( )t С е fλψ′ψ = + ψ − ψ

[( ln ) ]
ln ( / )

t x xu а u b u
сu u uf u u

= + −
− +

 еxp( ) ( ),u x t= ±λ ψ  /с aλ =  
 

2 ( ) ( / )t a b f′ψ = λ + ψ + ψ ψ ψ  
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[ ( ) ]
1 ( ( ) ( ))
( )

t x xu а f u u

b f u f u
f u

′= +

+ + −′ g
 

2
1 2( ) ( )

2
bf u t x С x C
a

= ψ − + +  ( )t g′ψ = ψ −ψ  

[ ( ) ]
1 [ ( ) ( )]
( )

t x xu a uf u u

bf u cf u
f u

′= +

+ +′
 

( ) ( ) ( )f u t x t= ϕ + ψ

2

,t

t

b c

b c a

′ϕ = ϕ+ ϕ
′ψ = ψ + ψ + ϕ  

 

Обозначения: ( , ( )), ( ( )),u u x t t t t= −τ ψ =ψ −τ  ( )f z  и ( )g z  – произвольные функции; 1,С  2,С  

3С  – произвольные постоянные.  
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A method has been developed for constructing exact solutions of complex nonautonomous nonlinear equations 
of mathematical physics, the coefficients of which explicitly depend on time, by using solutions with generalized or 
functional separation of variables of simpler autonomous equations of mathematical physics, the coefficients of 
which do not depend on time. Specific examples of constructing exact solutions of nonlinear equations of mathemat-
ical physics, the coefficients of which depend arbitrarily on time, are considered. It is shown that solutions with gen-
eralized and functional separation of variables of nonlinear equations of mathematical physics with constant delay 
can be used to construct exact solutions of more complex nonlinear equations of mathematical physics with variable 
delay of a general form. A number of nonlinear reaction-diffusion equations with variable delay are described, 
which allow exact solutions with generalized separation of variables. 

 
Keywords: nonlinear equations of mathematical physics, partial differential equations with delay, solution meth-

ods, exact solutions, generalized separable solutions, functional separable solutions. 
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