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Аппроксимация стандартными функциями — один из методов восстановления функции распреде­
ления ориентаций зерен в поликристаллических материалах по набору экспериментально измерен­
ных полюсных фигур. На практике для решения этой задачи часто используются центральное и ка­
ноническое нормальные распределения. Центральное распределение имеет круговой характер рас­
сеяния, каноническое — неизотропный. Функция распределения ориентаций может иметь пиковые 
и аксиальные компоненты. Пиковая компонента имеет колоколообразную форму с единственным 
максимумом в ориентационном пространстве. Аксиальная является усреднением пиковой относи­
тельно вращений вокруг выделенной оси.
В данной работе вычислены функции распределения ориентаций для аксиальных компонент цен­
трального и канонического нормальных распределений, построены полюсные фигуры для канони­
ческого нормального распределения с различными параметрами. Произведено количественное и 
качественное сравнение точного и аппроксимирующего выражений для аксиальной компоненты 
центрального нормального распределения. Сделан вывод о целесообразности применения аппрок­
симирующей функции для упрощения вычисления аксиальной компоненты для нормального рас­
пределения с круговым и некруговым характером рассеяния текстуры поликристаллов. Поскольку 
реальные текстуры обычно включают в себя несколько аксиальных компонент с разными парамет­
рами и весами, вычисления функции распределения по ориентациям сильно упростятся при ис­
пользовании аппроксимирующего выражения.
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мальное распределение
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ВВЕДЕНИЕ
Восстановление функции распределения зе­

рен по ориентациям (ФРО) поликристалличе­
ских материалов по полученным из рентгенов­
ского или нейтронного эксперимента полюсным 
фигурам (ПФ) является основной задачей коли­
чественного текстурного анализа [1]. Одним из 
методов вычисления ФРО по ПФ является метод 
аппроксимации стандартными функциями, сре­
ди которых наиболее известны нормальные рас­
пределения (НР) ([2]—[5]).

В частности, в текстурном анализе использу­
ются центральное нормальное распределение 
(ЦНР), имеющее круговой характер рассеяния, и 
неизотропное каноническое нормальное распре­
деление (КНР) ([4], [6]). Обычно функция рас­
пределения ориентаций представляется набором 
пиковых и аксиальных компонент. Пиковая ком­
понента имеет колоколообразную форму с един­

ственным максимумом в ориентационном про­
странстве. Аксиальная является усреднением 
пиковой относительно вращений вокруг выде­
ленной оси.

Центральные нормальные распределения 
представляются в виде ряда по характерам пред­
ставлений группы вращений SO(3), а канониче­
ские нормальные распределения — в виде ряда по 
обобщенным шаровым функциям, коэффициен­
ты которого могут быть найдены только численно 
([4], [6]). В [5] получена приближенная аналити­
ческая формула для вычисления КНР. В [7] дан 
численный анализ аналитическому приближе­
нию канонических нормальных распределений.

Для аксиальной компоненты центральных 
нормальных распределений известно выражение 
в виде ряда по полиномам Лежандра [3]. В [8], [9] 
дано приближение для аксиальной компоненты
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ЦНР и КНР в замкнутой форме, упрощающее 
вычисления соответствующих распределений.

В настоящей работе проведены вычисления 
аксиальной компоненты ЦНР и КНР и полюс­
ных фигур для некоторого набора параметров. 
Дано сравнение точной и аппроксимирующей 
функций для случая аксиальной компоненты 
центрального нормального распределения.

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ
Пусть g = (ф, 0, у) — углы Эйлера вращения на 

группе SO(3), 0 < ф, у  < 2п, 0< 0 < п.
Определение 1 ([4], [6]). Распределение веро­

ятностей p,(g) на SO(3) является нормальным, ес­
ли p,(g) безгранично делимо, не является идемпо- 
тентной мерой и может быть представлено в виде

J Tgdv (g ) = exp I X a yAiAy + X a ,Ai I , (1)
SO(3) [i,j=1 i=1 J

где Tg — неприводимое представление группы, 
A, — инфинитезимальные операторы представле­
ния, (а,у) — неотрицательно определенная сим­
метричная матрица 3-го порядка, a, — действи­
тельные числа. В этом случае dp,(g) = f(g)dg.

Определение 2. Нормальное распределение 
называется каноническим (КНР), если в уравне­
нии (1) a,y = аДу, а, = 0, i, у = 1, 2, 3. Канониче­
ское нормальное распределение может быть 
представлено в виде ряда Фурье по обобщенным 
сферическим функциям:

~ i
f(g) = X X  c U U g ) , (2)l=0 m,n=-l

где коэффициенты разложения c mi n могут быть 
найдены численно из уравнения (1).

Определение 3. Нормальное распределение 
называется центральным (ЦНР), если в (1) а,у = е25,у, 
а, = 0, i, j  = 1, 2, 3. Центральное нормальное рас­
пределение имеет вид

f(g) = X (2l + 1)exp{-l(l + 1)s2 }Sin((l + 1//2ч)ю), (3) 
i=0 Sin(ro/2)

где g = [n, ю] — представление вращения через 
мгновенную ось n и угол поворота, ю е [0, п],
cosю = 2(Sp(g) -1).

2. АКСИАЛЬНАЯ КОМПОНЕНТА 
ЦЕНТРАЛЬНОГО НОРМАЛЬНОГО 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
Для ЦНР (3) при наличии аксиальной компо­

ненты текстуры с осью nA выражение для ФРО 
имеет вид ([6], с. 106)

/-axial/ 2 ч
f  (g, g0, П а ,Е  ) =

= X(2l + !)exp{-l(l + 1)£2 }P ((gnA, g0nA)),
(4)

l=0

где g0 — центр НР, Pl(z) — полиномы Лежандра.
В [8] получено аппроксимирующее выражение 

для аксиальной компоненты ЦНР (4) в виде

/-axial / 2ч
-/approx(g, go, nA,£ ) =

?  +  1  [ l  -  [nA, - I  ( s i n f

П 3/ 2
X

1 - [nA,n] (sin ю

(5)

X exp
1 [nA, n]2 ( s i n ^

£ 1 -  [Па, n]2 (sin^2

где w — угол поворота вокруг мгновенной оси n, 
представляющие g,-1g .

В частном случае вращения вокруг оси OZ 
па = (0,0,1), и из (5) находим

f aPPrOx(g , g 0,(0, 0 ,1 ),£2) =

-1  + 1 (cos^)2 
= £2 2 \ 2/

0'cos-
2.

exP , 2
£
1 ' t a n 0  

2

(6)

где 0 — второй угол Эйлера для вращения g01 g .

3. АППРОКСИМАЦИЯ ДЛЯ АКСИАЛЬНОЙ 
КОМПОНЕНТЫ КАНОНИЧЕСКОГО 
НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

В работе [9] аппроксимация аксиальной ком­
поненты для канонического нормального рас­
пределения (2) с осью nA = (0,0,1) и параметрами 
рассеяния £2 = а,,, i = 1, 2, 3 имеет вид

где

£ 1£ 2£ 3

f a ^ O x te ,  g 0 , ( 0, 0 ,1), е) =

1 +  ^  +  4  г -
---------- 2A— A^ ex p  І -  A C - B

0 'c o s -4 л

A = ^ (cos^)2 + (sin^)2 ̂
2 + 2

£1 £2 У

tan0)2 + 1

B  =

C =

( 1  О
2 2

V £2 £1 У

^ (sin^)2 + (cos^)2 ̂

V £1 £2 У

s i n ^ c o s ^  ( t a n ^ ) ,

tan0

(7)

2
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f  axial

(4)
(6)

f  axial

Рис. 1. Точное выражение (4) и аппроксимирующее Рис. 2. Аппроксимирующие выражения (6 ) и ( 8 ) акси-
выражение (6 ) аксиальной компоненты ЦНР для альной компоненты ЦНР для £ = 1/4 и £ = 1/8.
£ = 1  и £ = 1 / 2 .

При изотропном рассеянии £  = £, i = 1, 2, 3, и 
распределение (7) переходит в (6).

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ФРО ДЛЯ АКСИАЛЬНОЙ 
КОМПОНЕНТЫ ЦНР

В работе проведены вычисления аксиальной
компоненты ЦНР с осью nA = (0,0,1) и парамет­
рами рассеяния £ = 2-к, к  = 0, 1, 2, 3 для сравнения 
с аксиальной компонентой, определяемой выра­
жением (6). Результаты приведены на рис. 1 (для 
значений £ = 1 и £ = 1/ 2), рис. 2 (для значений £ = 
= 1/4 и £ = 1/8). При £ = 1 и £ = 1/2 в выраже­
нии (4) количество слагаемых выбиралось по

формуле /тах V- І п б где 5 = 10 3 — погрешность
£

вычисления. При £ = 1/4 и £ = 1/8 суммирование 
ряда (4) заменялось аппроксимирующим выра­
жением ([6], с. 266)

f Z L ( g , &о,(0,0,1),£2) = Д-exp( - | .
£ V 4£

(8)

Можно заключить, что при значениях £  < 1/2 ап­
проксимирующее распределение (6) дает резуль­
таты, практически совпадающие с таковыми для 
аксиальной компоненты ЦНР (4).

Для сравнения точности приближения f axial = 
= f 1(0 ) (4) аппроксимирующей функцией
f ржи = f 2(0) (6) вычислены величины

Д1 = max [/1(0) -  f 2(0)|isin0,1 0<0<л 1 2 2

Д 2

1/2

j[f1(0) -  f 2 (0)]2 ±sin0tf0
Т 2 )

Результаты для различных значений £ занесе­
ны в таблицу 1.

Из табл. 1 видим, что с уменьшением £ по­
грешность аппроксимации уменьшается с 0.23 до 
0.03 в норме А1 и с 0.38 до 0.05 в норме Д2.

В работе были выполнены вычисления акси­
альной компоненты аппроксимирующего рас­
пределения (5) с осью текстуры nA = (1,0,0) и g0 = 
(0,0,0) £ = 1 и £ = 1/8 по формуле

f)PProx( g, g0,(1,0,0,), £2) =
1 + 1 + cos9 eos^ -  sin9 sin^cos0

= £______________ 4___________
(1 + coscpcos^ -  sin9 sin^cos0)3/2

x _  J 11 -  (cos9 cos^ -  sin9 sin^cos0) x exp x — 2
[ £ 1 + cos9 cos^ -  sin9 sin^cos0

Таблица 1

£ 1 1/2 1/4 1/8

А1 0.2338 0.1237 0.0662 0.0331

А2 0.3792 0.1950 0.0962 0.0478
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2л

Ф

0 9

Рис. 3. Сечения аппроксимирующего выражения аксиальной компоненты ЦНР (е = 1) для к  = 0, 1, ..., 11 слева направо 
и сверху вниз.

Сечения полученных ФРО приведены на 
рис. 3 (е = 1) и рис. 4 (е = 1/8). Данные сече-

пния построены для значений "фк = к, к  = 0,
6

1, ..., 11, угол 0 е [0,п] отсчитывается по 
горизонтали, а угол ф е [0,2п] — по вер­

тикали.
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Рис. 4. Сечения аппроксимирующего выражения аксиальной компоненты ЦНР (е = 1/8) для к  = 0, 1, ..., 11 слева на­
право и сверху вниз.

5. ВЫЧИСЛЕНИЕ ФРО И ПФ 
ДЛЯ АКСИАЛЬНОЙ КОМПОНЕНТЫ КНР
В работе проведены вычисления аксиальной 

компоненты канонического нормального рас­

пределения по аппроксимирующей формуле (7) 
для оси вращения nA = (0,0,1) и наборов параметров

рассеяния (£1,£2,£з) = (1.8 ,2) и (Е1,Е2,Ез) = (8 ,1,2).
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Рис. 5. Линии уровня аппроксимирующего выраже­
ния (7) аксиальной компоненты КНР при

(еье2,ез) 4 М).

Результаты приведены на рис. 5 и рис. 6 соответ­
ственно. Угол ф е [0,2л] отсчитывается по гори­
зонтали, а угол 0 е [0, п] — по вертикали.

Полюсная фигура, порожденная распределе­
нием (7) с осью nA = (0,0,1) и параметрами рассе­

яния (— ,1,—), вычислена с использованием урав- 
8 2

нений связи ±y = gh , где у е S — направление в

образце, h е S — кристаллографическое направ­
ление. На рис. 7 приведена ПФ для h = (1,0,0), у 
определяется полярным углом х е [0, п /2] и ази­
мутальным углом п е [0,2п].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе рассмотрены и проил­
люстрированы функция распределения ориен­
таций для аксиальной компоненты централь­
ного и канонического нормального распреде­
ления и полюсная фигура, порождаемая 
аксиальной компонентой КНР. Полученные в 
([8], [9]) аппроксимирующие выражения поз­
воляют проще вычислять аксиальные компо­
ненты для нормального распределения с круго­
вым и некруговым характером рассеяния тек­
стуры поликристаллов относительно оси 
вращения. Если учесть, что в реальных тексту­
рах присутствуют, как правило, несколько ак­
сиальных компонент с разными весами и пара­
метрами ([3], [6]), то расчеты ФРО и ПФ для 
них заметно упростятся.

Рис. 6. Линии уровня аппроксимирующего выраже­
ния (7) аксиальной компоненты КНР при

(£1,£2,£з) = (8 ,1,2) .

Рис. 7. Полюсная фигура аппроксимирующего выра­
жения аксиальной компоненты КНР для рис. 6 для 
h = (1,0,0).
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Abstract-Approximation by standard functions is one of the methods to reconstruct the orientation distri­
bution function of grains in polycrystalline materials from a set of experimentally measured pole figures. In 
practice, the central and canonical normal distributions are often used to solve this problem. The central dis­
tribution has a circular scattering character, whereas the canonical one is anisotropic. The orientation distri­
bution function can have peak and axial components. The peak component is bell-shaped and has a single 
maximum in the orientational space. The axial component is the average of the peak component over rota­
tions around the selected axis. The distribution functions for the orientations of the axial components of the 
central and canonical normal distributions have been calculated. Pole figures for the canonical normal dis­
tribution with different parameters are constructed. The exact and approximating expressions for the axial 
component of the central normal distribution have been compared quantitatively and qualitatively. It is ap­
propriate to use an approximating function to simplify the calculation of the axial component for a normal 
distribution with circular and noncircular scattering patterns of the texture of polycrystals. Since real textures 
usually include several axial components with different parameters and weights, calculations of the orienta­
tion distribution function are greatly simplified when using the approximating expression.
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