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В работе рассматривается нелинейное уравнение теплопроводности в одномерном плоскосимметричном 

случае. Для него на отрезке [0; ] ставится задача Коши с непрерывными начальными данными. Эти данные 

четным образом продолжаются на отрезок [–; 0], а затем с периодом 2 на всю числовую ось. Решение по-

лучившейся задачи Коши представляется в виде соответствующего тригонометрического ряда по косинусам 

от пространственной переменной. Коэффициенты ряда являются искомыми функциями от времени. Для 

этих коэффициентов приведена бесконечная система обыкновенных дифференциальных уравнений с соот-

ветствующими начальными условиями. Построены конечные отрезки тригонометрических сумм, прибли-

женно передающие решения рассматриваемых задач Коши. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Решения нелинейного уравнений теплопро-

водности описывают не только процесс переда-

чи тепла от холодного к теплому, но также опи-

сывают процесс фильтрации газа в пористом 

грунте [1–5]. 

В настоящее время основным способом по-

строения решений начально- краевых задач для 

нелинейных уравнений с частными производ-

ными являются разностные методы, при кото-

рых численно определяется конечное число 

значений искомых функций в отдельных изоли-

рованных точках. Но часто под вопросом оста-

ется надежность получаемых разностными ме-

тодами численных результатов. 

Среди аналитических методов получения 

решений нелинейных уравнений с частными 

производными одним из основных методов яв-

ляется использование конечных или бесконеч-

ных представлений с применением различных 

систем базисных функций для разных функцио-

нальных пространств [6–11].  

В работе [12] впервые методика бесконечных 

тригонометрических рядов была применена для 

построении решений одного нелинейного урав-

нения, а также нелинейной системы уравнений 

с частными производными смешанного типа. В 

работах [13–15] доказана сходимость использу-

емых тригонометрических рядов. 

Эти факты и послужили отправной точкой 

для исследований, представленных в данной 

работе: построение решений нелинейного урав-

нения теплопроводности в одномерном плоско-

симметричном случае в виде тригонометриче-

ских рядов. 

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

И ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЕЕ РЕШЕНИЙ 

 

Рассматривается нелинейное уравнение теп-

лопроводности в одномерном плоскосиммет-

ричном случае 

21
, const 0.t xх хu uu и   


    

 
(1.1) 

 

Для уравнения (1.1) на отрезке [0; ] задают-

ся непрерывные начальные условия, которые 

вначале четным образом продолжаются на от-

резок [–; 0], а затем с периодом 2 на всю чис-

ловую ось. 
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Решение (1.1) ищется в виде 
 

 
1

, 1 ( ) cos( )k
k

u t x u t kx




          
(1.2) 

 

с неизвестными коэффициентами ( ),ku t
 
зави-

сящими от t и для которых заданы начальные 

условия 
0 0(0) ; сonst.k k k

u u u            (1.3) 
 

Решение уравнения (1.1) в виде тригономет-

рических рядов только по синусам невозможно 

в силу конкретного вида нелинейности исход-

ного уравнения. 

Из вида (1.2) следует, что в точках х = ±  

выполняются условия теплоизоляции 
 

 , 0,х
х

u t x


  

 

делающие нулевым поток тепла с концов отрез-

ка [–; ]. По представлениям (1.2) определяют-

ся их частные производные, которые подстав-

ляются в уравнение (1.1). 

Полученное таким образом соотношение за-

писывается через двойные суммы 
 

2

1 1

2

1 1

1 1

( ) cos( ) ( ) cos( )
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1
( ) ( ) sin ( ) sin( ).

k k
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 
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
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 
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(1.4) 

 

Это полученное уравнение проецируется на 

базис 

{cos x, cos 2x, cos 3x, ...}, 
 

т.е. это уравнение последовательно умножается 

на cos (lx), l = 1, 2, ... и интегрируется по x на 

отрезке [–; ]. Далее учитываются значения 

конкретных определенных интегралов и вво-

дятся две константы: 
 

( ответов: 1)

1, если или ;

0, в остальных случаях;
km

l k m l k m
а

    
 


 
 

( ответов: 1)

1, если ;

1, если ;

0, в остальных случаях.

km

l k m

b l k m

  


   



 

 

С помощью этих выражений вычисляются 

следующие интегралы: 
 

cos( ) cos( ) cos( ) ,
2 kmlkx mx lx dx a






  

sin( )sin( )sin( ) .
2 kmlkx mx lx dx b






  

В результате получается бесконечная систе-

ма обыкновенных дифференциальных уравне-

ний, и после умножения каждого уравнения на 

1/ имеет место такая бесконечная система 

дифференциальных уравнений для бесконечно-

го числа искомых функций, записанная в нор-

мальной форме 
2

2

1 1

1 1

( ) ( )

1
( ) ( )

2

1
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 (1.5) 

 

Здесь l = 1, 2, … . 

По методике, предложенной в работах [13–

15], установлена локальная по времени сходи-

мость ряда (1.2). Единственное отличие от рас-

смотренного в [13] случая состоит в виде итого-

вого мажорантного уравнения, которое в дан-

ном случае имеет вид 
 

2 2 .t x     
 

Для построения приближенных решений 

уравнения (1.1) используются конечные суммы 
 

 
1

, 1 ( ) cos( ),
K

k
k

u t x u t kx


       

 

(1.6) 

 

где K – выбранное значение числа слагаемых в 

конечных отрезках рядов. 

Тогда бесконечная система обыкновенных 

дифференциальных уравнений перейдет в ко-

нечную систему 

2 2

1 1

1 1

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

1
( ) ( ) , 1, ..., .

2

К К

l l k m kml
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К К
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Учет значений констант аkml, bkml и про-

ведение соответствующих эквивалентных пре-

образований приводит к следующей конечной 

системе обыкновенных дифференциальных 

уравнений для коэффициентов ( ):ku t  
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(1.7) 

 

где l = 1, 2, ..., K. 

Приближенные решения уравнения (1.1) 

строятся в виде конечных сумм (1.6) при задан-

ном числе K. Для определения слагаемых этих 

сумм решаются конечные системы дифферен-

циальных уравнений (1.7) при заданных 

начальных данных 
 

0 0(0) ; const; 1 .l l l
и u u l K     

 

В качестве примера на рис. 1, 2 приведены 

графики коэффициентов ( )ku t , 1  k  4, в слу-

чае, когда 
 

1

0

100,  0.5,    (0) 1.0;

(0) 0; 2 .
l

K u

u l K

   

  
        

 
(1.8) 

 

Номера кривых на рис. 1, 2 соответствуют 

номерам коэффициентов ( ).ku t  

Коэффициенты ( )ku t
 
достаточно быстро до-

стигают своего локального экстремума, а затем 

монотонно стремятся к нулю. Значения коэф-

фициентов ( )ku t
 
связаны неравенством: 

 

1( ) ( ) .k kи t и t  

 

 
Рис. 1. Графики коэффициентов u1(t), u2(t) разложения (1.2) 

 

 
Рис. 2. Графики коэффициентов u3(t), u4(t) разложения (1.2) 
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Рис. 3. Приближенные решения задачи (1.8) в различные моменты времени 

 

 
 

На графиках рис. 3 представлено изменение 

с течением времени рассматриваемого прибли-

женного решения задачи (1.8). Линии 1–3 на 

рис. 3 соответствуют моментам времени t = 0.0, 

1.0, 2.0. 

Анализ поведения графиков показывает, что 

с течением времени температура выравнивает-

ся. При этом во все моменты времени площадь 

фигуры под соответствующей кривой постоян-

на, что соответствует из начальному свойству 

сохранения тепла в условиях теплоизоляции на 

границе рассматриваемой области. 
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The paper considers the nonlinear heat equation in a one-dimensional plane-symmetric case. For him, on the in-

terval [0; ] the Cauchy problem with continuous initial data is posed. These data evenly continue to the segment   

[–; 0], and then with a period of 2 on the entire numerical axis. The solution to the resulting Cauchy problem is 

represented in the form of a corresponding trigonometric series in cosines from the spatial variable. The coefficients 

of the series are the desired functions of time. For these coefficients, an infinite system of ordinary differential equa-

tions is given with the corresponding initial conditions. Finite segments of trigonometric sums are constructed that 

approximately convey the solutions of the considered Cauchy problems. 
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