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Численное моделирование нестационарного процесса переноса излучения в кинетической модели явля-

ется весьма трудоемкой задачей. Сложность обусловлена большой размерностью задачи и, дополнительно, 

для задач переноса лучистой энергии – сильной нелинейностью. Для детерминированных подходов, осно-

ванных на дискретизации направления полета частиц, приходится решать систему гиперболических уравне-

ний большой размерности. Соответственно, желательно чтобы схемы, применяемые для численного моде-

лирования, были экономичными, как по использованию памяти, так и по времени расчета и показывали 

приемлемые результаты для широкого диапазона чисел Куранта. В случае лучистого переноса ситуация усу-

губляется сильной нелинейностью решаемой задачи, что приводит к существенному изменению свойств 

среды на временных шагах. Это налагает повышенные требования к монотонности схем при изменении оп-

тической толщины. Согласно теореме Годунова среди двухслойных по времени линейных схем нет моно-

тонных схем повышенного порядка аппроксимации. Одним из направлений решения этой проблемы являет-

ся разработка NFC (Nonlinear Flux Correction) схем сквозного счета, в которых повышенный порядок точно-

сти на гладких решениях и монотонность достигаются за счет нелинейной коррекции потоков. Численное 

решение монотонизируется с помощью специального алгоритма в окрестностях больших градиентов точно-

го решения. В работе приводится краткий обзор и характеристика конечно-разностной схемы, разработан-

ной и много лет успешно применяемой в РФЯЦ-ВНИИТФ для решения проблем переноса излучения. Для 

монотонизации схемы используется методология TVD (Total Variation Diminishing). 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Численное моделирование нестационарного 

переноса излучения в кинетической постановке, 

особенно с учетом энергетического спектра, 

является весьма трудоемкой вычислительной 

задачей. В трехмерном случае размерность фа-

зового пространства решения достигает семи. 

Для детерминированных подходов распростра-

ненной практикой является дискретизация про-

странства направлений полета частиц и инте-

грирование уравнения переноса вдоль каждой 

траектории. Возникающие при аппроксимации 

системы дискретных уравнений могут иметь 

внушительную размерность и требовать значи-

тельных объемов памяти и больших времен для 

обращения [1], [2]. Соответственно, желатель-

но, чтобы применяемые схемы были экономич-

ными, как по использованию памяти, так и по 

времени расчета и показывать приемлемые ре-

зультаты для широкого диапазона чисел Куран-

та. В случае численного моделирования лучи-

стого переноса ситуация усугубляется сильной 

нелинейностью решаемой задачи [2]. Свойства 

среды могут сильно меняться на временных ша-

гах и даже на итерациях. Это налагает повы-

шенные требования к монотонности схем. Со-

гласно теореме Годунова [3] среди двухслой-

ных по времени линейных схем нет монотон-

ных схем повышенного порядка аппроксима-

ции. Одним из направлений решения этой про-

блемы является разработка NFC (Nonlinear Flux 

Correction) схем сквозного счета, в которых по-

вышенный порядок точности на гладких реше-

ниях и монотонность достигаются за счет нели-

нейной коррекции потоков. Численное решение 

монотонизируется с помощью специального 

алгоритма в окрестностях больших градиентов 

точного решения. В работе [4] было рас-

смотрено  два  варианта  нелинейной  конечно-
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разностной схемы с лимитером для решения 

нестационарного уравнения переноса в плоском 

случае. Вариант, предложенный автором, ока-

зался более  удачным  и  в  дальнейшем  много  

лет  развивался  и  использовался  для  модели-

рования задач переноса нейтральных частиц в 

РФЯЦ-ВНИИТФ [5–14]. В работе [5] схема бы-

ла обобщена на двумерный случай и для сильно 

неортогональных сеток А.Д. Гаджиевым пред-

ложено применять метод наименьших квадра-

тов к оператору дивергенции, что может улуч-

шать решение. Для сетки из произвольных вы-

пуклых многоугольников в двумерной геомет-

рии модификация схемы предложена в [15]. 

Различные варианты схемы раcсматривались 

А.А. Шестаковым в [7], но все они по мнению 

автора уступают исходной схеме. Отметим, что 

несмотря на развитие вычислительной техники 

для широкого класса задач переноса излучения 

развиваются и используются HOLO алгоритмы 

[9–12] и их дальнейшие упрощения, например, 

P1 приближение [13–14]. Для этих гиперболи-

ческих уравнений также можно применять под-

ход из [4]. Вообще говоря, неявные схемы TVD 

хорошо известны и применяются на практике 

[16–18]. Однако их применение, как правило, 

приводит к трехточечному шаблону и итераци-

онному методу их решения, что может оказы-

ваться обременительным на практике.  

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 

Для упрощения рассмотрим кинетическое 

уравнения переноса излучения в моноэнергети-

ческом случае, которое для изотропного рассе-

яния выглядит следующим образом: 
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Здесь  , ,I tr Ω  – функция распределения ча-

стиц,  c r  – коэффициент ослабления, r – ра-

диус-вектор,  – единичный вектор в направле-

нии полета частицы, t – время, c – скорость.  

Для уравнения (1) в области Г пространства 

n  c замкнутой границей   решается сме-

шанная задача со следующими начальными и 

граничными условиями: 
 

   

   

0, , 0 , ,

, 0, , , ,

I t I

I t I t

 

    

r Ω r Ω

r n Ω r Ω 
 

 

где n – внешняя нормаль к .  

В случае чисто поглощающей среды в плос-

кой геометрии мы получим следующее диффе-

ренциальное уравнение: 
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Обозначим  – косинус угла полета частиц, 

n – временной индекс, *I  – значение в центре 

ячейки, ,I I   – значения на неосвещенных и 

на освещенных гранях соответственно. Пусть 

const,c   тогда для равномерных сеточных 

шагов по пространству и времени запишем схе-

му из [4]: 
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Здесь  L I  некоторая функция-ограничи-

тель (лимитер). Если положить ее равной 0, то 

мы получим хорошо известную неявную проти-

вопоточную схему первого порядка, которая в 

теории переноса называется шаговой (St-схема). 

В качестве ограничителя обычно используют 

односторонние производные и их добавление 

эквивалентно введению антидиффузии в St схе-

му таким образом, чтобы новая схема имела бы 

второй порядок аппроксимации и сохраняла при 

этом монотонность. Поскольку 
*

L̂  является 

дробно-линейным функционалом, то в предпо-

ложении слабого изменения на итерациях мож-

но брать его с n-го шага, что позволяет исполь-

зовать экономичный алгоритм бегущего счета 

поскольку сводит схему к двухточечному шаб-

лону. Это привносит в схему погрешность по-

рядка   ,O t  что непринципиально при ап-

проксимации по времени неявной схемой Эйле-

ра. Ограничители аналогичные (3) в случае кри-

волинейных геометрий применяются к угловым 

переменным. 

Вообще говоря, схемы относящиеся к классу 

TVD (Total Variation Diminishing)  уменьшают 

или сохраняют полную вариацию функции. Та-

кое условие невозрастания вариации численно-



В.В. Завьялов 

 

– 223 – 

го решения, или TVD принцип, является более 

слабым, чем требование монотонности. Теория 

схем, принадлежащих к классу, удовлетворяю-

щих критерию невозрастания полной вариации 

достаточно хорошо развита и продолжает со-

вершенствоваться, например, [16–18]. Полная 

вариация TV I    для ограниченной функции 

 I z  определяется как 
 

    ˆ1 0
ˆ

sup , ... ,i i i i
i i

TV I I z I z z z z
          

 

или для дифференцируемой функции в виде 
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В статьях [4–5] показано, что рассматривае-

мая схема не принадлежит к классу TVD схем 

(не удовлетворяет критерию Хартена [16]), од-

нако разница составляет третий порядок мало-

сти. В работах [11–12] в одномерном случае 

была предпринята попытка использовать вели-

чины в лимитере с текущего временного слоя. 

Для этого авторам пришлось дополнительно 

разработать итерационный процесс и решать 

его методом Ньютона. Ценой усложнения алго-

ритма и дополнительными временными расхо-

дами удалось несколько повысить точность 

расчетов. 

Так как автор использует ограничители, удо-

летворяющие критерию TVD [16], то для удоб-

ства будем называть рассматриваемую схему в 

дальнейшем TVD
+
. 

 
 

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СХЕМЫ 

 

В стационарном режиме (2) переходит в 

обыкновенное дифференциальное уравнение 
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имеющее точное решение: 
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Соотношение (3) описывает хорошо извест-

ный закон Бугера–Ламберта в теории переноса 

излучения [1], [2]. Точное решение удобно ис-

пользовать для численного исследования по-

рядка сходимости схемы. 

Рассмотрим следующий тест. Положим 

5, 1, 10000, 0,1c I z         и началь-

ный шаг сетки 0 0.1.h   Тогда точное решение 

определяется формулой 510000 .zI e   Расче-

ты проводились по схеме TVD
+
 на последова-

тельно сгущающихся сетках из 10, 20, 40, 80, 

160 ячеек. Использовались следующие ограни-

чители – Ван Альбада (VA), Чакравати-Ошера 

(CO), SuperBee (SB) [16] 
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Здесь  ,MML a b  – хорошо известный ограни-

читель MINMOD,  – параметр, определяющий 

тип схемы и порядок аппроксимации, 

3
0

1





 – параметр сжатия. В расчетах ис-

пользовались значения 3, 1/ 3.   

Для сравнения использовались хорошо из-

вестные в теории переноса линейные St, DD, LC 

схемы [3]. Формально они имеют первый, вто-

рой и четвертый порядок точности соответ-

свенно. В LC схему в плоском стационарном 

случае вырождается схема DDAD, предложен-

ная сотрудниками РФЯЦ-ВНИИТФ в [19]. К 

сожалению, DDAD схема немонотонна и непо-

ложительна, что потребовало дальнейших работ 

в этом направлении. 

По данным расчетов можно вычислить поря-

док численной сходимости в некоторой абсо-

лютной сеточной норме 
*
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где hI  – численное решение c шагом сетки h. 

Далее в табл. 1–6 приводятся результаты иссле-

дования численной сходимости в формате «аб-

солютная погрешность (относительная погреш-

ность %)» в широко используемых нормах 

1 2, ,L L L . Также приводятся порядки числен-

ной сходимости и погрешность разности 

 exact exact/ 100 %.
h

I I I I       
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Таблица 1. Результаты для St-схемы 
 

1/ h  
1

h L
I  

2
h L

I  
h L

I


  
1L

  
2L  L

  I  

10 279.45 (14.21 %) 401.48 (12.96 %) 1121.34 (57.03 %) – – – –157.37 % 

20 155.89 (7.86 %) 237.82 (7.56 %) 824.97 (41.63 %) 0.84 0.76 0.44 –71.11 % 

40 82.60 (4.16 %) 128.98 (4.08 %) 505.24 (25.45 %) 0.92 0.88 0.71 –33.47 % 

80 42.55 (2.14 %) 67.11 (2.12 %) 280.57 (14.12 %) 0.96 0.94 0.85 –16.19 % 

160 21.60 (1.08 %) 34.23 (1.08 %) 147.99 (7.45 %) 0.98 0.97 0.92 –7.95 % 

 
Таблица 2. Результаты для DD-схемы 

 

1/ h  
1

h L
I  

2
h L

I  
h L

I


  
1L

  
2L  L

  I  

10 38.73 (1.97 %) 72.19 (2.33 %) 211.99 (10.78 %) – – – 10.26 % 

20 9.58 (0.48 %) 18.32 (0.58 %) 63.92 (3.23 %) 2.02 1.98 1.73 2.59 % 

40 2.39 (0.12 %) 4.60 (0.15 %) 17.63 (0.89 %) 2.0 1.99 1.86 0.65 % 

80 0.60 (0.03 %) 1.15 (0.04 %) 4.64 (0.23 %) 2.0 2.0 1.93 0.16 % 

160 0.15 (0.01 %) 0.29 (0.01 %) 1.19 (0.06 %) 2.0 2.0 1.96 0.04 % 

 
Таблица 3. Результаты для LC-схемы 

 

1/ h  
1

h L
I  

2
h L

I  
h L

I


  
1L

  
2L  L

  I  

10 20.54 (1.04%) 32.37 (1.04%) 81.38 (4.14%) – – – 0.0 % 

20 5.16 (0.26%) 8.20 (0.26%) 23.00 (1.16%) 1.99 1.98 1.82 0.0 % 

40 1.29 (0.07%) 2.06 (0.07%) 6.12 (0.31%) 2.0 2.0 1.91 0.0 % 

80 0.32 (0.02%) 0.51 (0.02%) 1.58 (0.08%) 2.0 2.0 1.96 0.0 % 

160 0.08 (0.001%) 0.13 (0.002%) 0.40 (0.02%) 2.0  2.0 1.98 0.0 % 

 
Таблица 4. Результаты для TVD

+
(CO)-схемы 

 

1/ h  
1

h L
I  

2
h L

I  
h L

I


  
1L

  
2L  L

  I  

10 87.76 (4.46 %) 129.03 (4.17 %) 258.39 (13.14 %) – – – 26.4 % 

20 13.43 (0.68 %) 17.57 (0.56 %) 56.04 (2.83 %) 1.96 1.76 1.19 5.6 % 

40 3.42 (0.17 %) 4.54 (0.14 %) 16.71 (0.84 %) 2.13 2.01 1.6 1.3 % 

80 0.86 (0.04 %) 1.15 (0.04 %) 4.53 (0.23 %) 2.13 2.1 1.8 0.3 % 

160 0.28 (0.01 %) 0.52 (0.02 %) 2.87 (0.14 %) 2.09 2.1 1.9 0.08 % 

 
Таблица 5. Результаты для TVD

+
(VA)-схемы 

 

1/ h  
1

h L
I  

2
h L

I  
h L

I


  
1L

  
2L  L

  I  

10 64.11 (3.26 %) 93.32 (3.01 %) 218.01 (11.09 %) – – – 0.27 % 

20 15.15 (0.76 %) 28.04 (0.89 %) 97.57 (4.92 %) 2.08 1.73 1.16 1.12 % 

40 3.23 (0.16 %) 6.87 (0.22 %) 32.63 (1.64 %) 2.23 2.03 1.58 0.46 % 

80 0.71 (0.04 %) 1.56 (0.05 %) 9.44 (0.48 %) 2.19 2.14 1.79 0.14 % 

160 0.16 (0.01 %) 0.35 (0.01 %) 2.54 (0.13 %) 2.12 2.15 1.89 0.04 % 
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Таблица 6. Результаты для TVD
+
(SB)-схемы 

 

1/ h  
1

h L
I  

2
h L

I  
h L

I


  
1L

  
2L  L

  I  

10 115.48 (5.87 %) 158.88 (5.13 %) 288.01 (14.65 %) – – – 49.27 % 

20 32.72 (1.65 %) 50.53 (1.61 %) 129.32 (6.53 %) 1.82 1.65 1.16 10.89 % 

40 3.23 (0.16 %) 6.87 (0.22 %) 32.63 (1.64 %) 1.99 1.9 1.58 2.64 % 

80 8.22 (0.41 %) 13.55 (0.43 %) 43.48 (2.19 %) 2.03 1.99 1.79 0.65 % 

160 2.01 (0.1 %) 0.84 (0.03 %) 3.40 (0.17 %) 2.03 2.01 1.89 0.16 % 

 

Далее на рисунках 1–6 логарифмическом 

масштабе приводятся численные порядки схо-

димости этих схем в абсолютных нормах 

1 2, ,L L L . На рисунках обозначено: пунктир-

ная линия – норма 1L , штрихпунктирная ли-

ния – норма 2L , сплошная линия – норма L . 

 

 
Рис. 1. Порядок численной сходимости для St-схемы 

 

 
Рис. 2. Порядок численной сходимости для LC-схемы 
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Рис. 3. Порядок численной сходимости для TVD

+
(CO)-схемы 

 
Рис. 4. Порядок численной сходимости для TVD

+
(VA)-схемы 

 

 
Рис. 5. Порядок численной сходимости для TVD

+
(SB)-схемы 
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Рис 6. Численная сходимость в сеточных нормах 

*
L  для TVD

+
(SB) схемы 

 

Из анализа результатов следует, что на глад-

ком решении порядок численной сходимости St 

схемы меньше 1, для DD, LC схем близок к 2, 

что вполне соответствует ожиданиям. Схема 

TVD
+
 показала сопоставимые результаты со 

схемами повышенного порядка точности для 

рассмотренных ограничителей. Выбор ограни-

чителей обусловлен исключительно предпочте-

ниями автора и практическим опытом. Ее схо-

димость несколько хуже немонотонных и непо-

ложительных схем LC и DD. Однако, например, 

для DD схемы условие положительности 

1
2

c z





 является достаточно обременитель-

ным. Обращает на себя внимание результат LC 

схемы для величины I  , которая вычисляется 

точно. Это объясняется тем, что в конечно-

разностном представлении решения (3) экспо-

нента присутствует явно, а не в приближенном 

виде [1]. Отметим, что ранее аналогичные ре-

зультаты в норме 
1

L  схема TVD
+
 продемон-

стрировала в [10] на двух тестовых задачах в 

двумерной осесимметричной геометрии. 

 

ЗАМЕЧАНИЕ 
 

Полагая в кинетическом уравнении 0
I

t





, 

мы получим квазистационарный (стационарный 

в случае нейтронов) режим. Если предполо-

жить, что рассматриваемое уравнение (1) имеет 

асимптотическое решение в форме 
 

ln

,t

Id

I Ie
t



 
 
 

  



Ω

Ω

, 

 

то тогда решение нестационарного уравнения 

выходит на регулярный режим, где параметр  

может быть определен как предел логарифми-

ческой производной от интегральной функции 

распределения частиц по времени. В этом слу-

чае получаем 
 

 .
4

sI I Id
c

 
    

 

Ω

Ω Ω              (4) 

 

При этом краевые условия остаются в силе с 

точностью до переобозначения. Так как асимп-

тотическое решение (4) имеет экспоненциаль-

ный характер, функция  ,I r Ω  гораздо слабее 

зависит от времени, чем решение  , , .I tr Ω  

Уравнение переноса в регулярном режиме (4) 

занимает промежуточное положение между не-

стационарным и квазистационарным режимами 

[2]. Это позволяет существенно экономить па-

мять компьютера, так как не нужно хранить ве-

личины с предыдущего шага. В этом случае 

можно также использовать схему TVD
+
, приме-

нив  в  лимитере  величины  с  предыдущей  

итерации. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Для численного моделирования процессов 

переноса излучения в кинетической модели для 

многомерной геометрии ранее была предложена 
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абсолютно устойчивая консервативная нели-

нейная схема с лимитером. Впоследствии она 

была использована для решения гиперболиче-

ских систем уравнений, являющимися след-

ствиями исходной системы. В статье приведены 

ее краткая характеристика, обзор источников и 

показан реальный численный порядок сходимо-

сти для типовой модельной задачи. Она не тре-

бует дополнительных затрат по памяти, поло-

жительна и квазимонотонна, но на практике ее 

немонотонность проявляется чрезвычайно ред-

ко. Вообще говоря, даже схемы, принадлежа-

щие к классу TVD, могут демонстрировать не-

монотонность [20]. Схема использует для 

нахождения основных величин двухточечный 

сеточный шаблон на искомом временном шаге 

и более широкий шаблон для TVD реконструк-

ции основных величин и их производных с 

предыдущего шага, что важно для решения ки-

нетического уравнения переноса в многомер-

ном случае ввиду большого числа направлений. 

Такая аппроксимация позволяет пользоваться 

экономичными численными методами, в кото-

рых число арифметических операций пропор-

ционально количеству узлов разностной сетки. 

Для повышения порядка аппроксимации при-

меняется ограничитель, который использует 

информацию на трехточечном шаблоне в каж-

дом направлении. В результате, в граничных 

ячейках может несколько понижаться точность 

расчета. Во избежание этого эффекта в таких 

ячейках разумно применять другие схемы. Ли-

митер вполне можно брать даже с предыдущего 

временного шага, что обычно приемлемо пони-

жает точность. Также к достоинствам можно 

отнести следующие качества. Простота реали-

зации – повышение точности достигается при 

незначительном усложнении алгоритма St схе-

мы и обеспечивает второй порядок аппрокси-

мации по пространству кроме отдельных точек 

с экстремумами. Сопоставимое со St схемой 

число итераций за счет монотонного поведения 

численного решения и отсутствия переключе-

ний, применяего в гибридных схемах, например 

DD/St [15]. Это очень важно поскольку, как 

правило, для кинетического уравнения переноса 

правая часть зависит от решения и необходимо 

использовать итерационные методы. Во многих 

случаях это оказывается чрезвычайно обреме-

нительным ввиду большой размерности и силь-

ной нелинейности в случае переноса фотонов. 

Автором неоднократно применялась возмож-

ность использования в лимитере величин с 

предыдущей итерации. Это, как правило, не-

сколько повышает точность, но может приво-

дить к увеличению числа итераций и, соответ-

ственно, времени расчета. Некоторым недостат-

ком предлагаемого подхода является неодно-

значность выбора лимитера, что в зависимости 

от задачи может влиять на результаты числен-

ных расчетов. 

Приведенные в статье расчеты на тестовой 

задаче, описывающей базовый закон Бугера-

Ламберта для задач переноса излучения и мно-

голетний опыт эксплуатации в РФЯЦ-ВНИИТФ 

показывают практическую эффективность схе-

мы. 

Очевидно, рассмотренная схема может при-

меняться и для моделирования других явлений, 

но автором она применялась только для перено-

са излучения. 
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Numerical modeling of non-stationary radiation transfer process in the kinetic model is a very labor-intensive 

task. The complexity is caused by the large dimension of the problem and, additionally, for radiant energy transfer 

problems – by strong nonlinearity. For deterministic approaches based on discretization of the particle flight direc-

tion, it is necessary to solve a system of hyperbolic equations of large dimension. Accordingly, it is desirable that the 

schemes used for numerical modeling are economical both in terms of memory use and calculation time and show 

acceptable results for a wide range of Courant numbers. In the case of radiant transfer, the situation is aggravated by 

the strong nonlinearity of the problem being solved, which leads to a significant change in the properties of the me-

dium at time steps. This imposes increased requirements for the monotonicity of the schemes with a change in opti-

cal thickness. According to Godunov's theorem, among two-layer linear schemes in time, there are no monotonic 

schemes of a higher approximation order. One of the directions of solving this problem is the development of NFC 

(Nonlinear Flux Correction) schemes of end-to-end counting, in which an increased order of accuracy on smooth so-

lutions and monotonicity are achieved due to nonlinear correction of flows. The numerical solution is monotonized 

using a special algorithm in the vicinity of large gradients of the exact solution. The paper provides a brief overview 
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and characteristics of the finite-difference scheme developed and successfully used for many years at RFNC-

VNIITF to solve radiation transfer problems. The TVD (Total Variation Diminishing) methodology is used to mo-

notonize the scheme. 

 

Keywords: kinetic transport equation, TVD, finite-difference scheme, numerical method. 
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