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В работе в случае двух независимых пространственных переменных рассматривается полная система 

уравнений Навье-Стокса, решения которой описывают движения сжимаемого вязкого теплопроводного газа. 

Для нее в квадрате на плоскости хОу ставится задача Коши с непрерывными начальными данными. После 

соответствующего продолжения этих данных на больший квадрат решение задачи Коши представляется в 

виде соответствующих тригонометрических рядов по пространственным переменным. Коэффициенты рядов 

являются искомыми функциями от времени. Для этих коэффициентов приведена бесконечная система 

обыкновенных дифференциальных уравнений с соответствующими начальными условиями. Построены ко-

нечные отрезки тригонометрических сумм, приближенно передающие решения рассматриваемых задач Ко-

ши. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

На сегодняшний день основным способом 

построения решений начально-краевых задач 

для нелинейных уравнений с частными произ-

водными являются разностные методы, при ко-

торых численно определяется конечное число 

значений искомых функций в отдельных изоли-

рованных точках. Но очень часто под вопросом 

остаются надежность и адекватность получае-

мых разностными методами численных резуль-

татов.  

Среди аналитических методов получения 

решений нелинейных уравнений с частными 

производными одним из основных методов яв-

ляется использование конечных или бесконеч-

ных представлений с применением различных 

систем базисных функций для разных функцио-

нальных пространств. 

На протяжении более чем двухсотлетней ис-

тории исследований уравнений с частными про-

изводными одним из востребованных функцио-

нальных базисов является базис из тригономет-

рических  функций.  Хотя  в  1804 г. при первых 

изложениях предложенного Ж.Б.Ж. Фурье под-

хода к решению линейного уравнения тепло-

проводности современники ставили чуть не в 

вину ему то, что он не использует степенные 

ряды. Заметим, что через семьдесят лет, в 

1874 г., С.В. Ковалевская привела свой знаме-

нитый контрпример, показывающий, что ли-

нейное уравнение теплопроводности может не 

иметь решения в виде сходящегося ряда по сте-

пеням времени [1, 2]. К сожалению, эффектив-

ность тригонометрических рядов Фурье и более 

поздних обобщений этого подхода имеет место 

только при решении линейных задач.  

Чуть более десяти лет назад, т.е. спустя две-

сти лет после первых работ Ж.Б.Ж. Фурье, ме-

тодика применения бесконечных тригономет-

рических рядов была эффективно применена 

для математического моделирования одномер-

ных течений сжимаемого вязкого теплопровод-

ного газа при построении решений нелинейной 

системы уравнений с частными производными 

смешанного типа [3]. Но доказать сходимость 

используемых тригонометрических рядов тогда 

не удалось.  
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Проведенные численные расчеты [3] показа-

ли «машинную» сходимость используемых 

представлений: при увеличении числа слагае-

мых в конечных отрезках тригонометрических 

рядов, используемых для приближенного опи-

сания решений, отличия в разных приближени-

ях фактически стремились к нулю. 

Недавно, применяя описанную методику 

представления с помощью тригонометрическо-

го ряда решения задачи Коши для уравнения 

Бюргерса 
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являющегося нелинейным уравнением с част-

ными производными, удалось доказать сходи-

мость построенного тригонометрического ряда 

[4]. 

Также и в случае нелинейной системы урав-

нений движения построены [5, 6] сходящиеся 

тригонометрические ряды, задающие решения 

соответствующих задач Коши. 

Эти факты и послужили отправной точкой 

для исследований, представленных в данной 

работе: в случае двух независимых простран-

ственных переменных построение в виде триго-

нометрических рядов течений сжимаемого вяз-

кого теплопроводного газа. 

 

1. ПОЛНАЯ СИСТЕМА  

УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ-СТОКСА 

 

Рассматривается полная система уравнений 

Навье-Стокса, решения которой в безразмерном 

виде описывают движения сжимаемого вязкого 

теплопроводного политропного газа [2]: 
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где   – плотность газа;  1 2 3, ,v v vV  – вектор 

скорости газа в декартовых переменных; T – 

температура; 0 0,   – положительные постоян-

ные коэффициенты вязкости и теплопроводно-

сти; const 1   ;  0, ,  V  – диссипативная 

функция: 
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Система уравнений (1.1) в дифференциаль-

ной форме передает законы сохранения массы, 

импульса и энергии. Константа  
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есть показатель политропы (или показатель 

адиабаты) газа. 

В системе (1.1) и в уравнениях состояния 

стандартным образом введены безразмерные 

переменные [2] 
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где  f – безразмерное  значение  величины  ;f  

00f  – ее масштабное значение. При этом для 

всех пространственных переменных выбирается 

одно и то же масштабное значение 
00x , а для 

всех компонент вектора скорости – одно и то же 

масштабное значение 
00v . При выбранных зна-

чениях 
00 , 

00T , 
00x  за масштабные значения 

00v , 00t , 00p  выбирают такие значения, чтобы 

выполнялись равенства 
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Из приведенных равенств следует, что за 

масштабные значения скорости, давления и 

внутренней энергии выбраны, соответственно, 

скорость звука, давление и внутренняя энергия 

газа с параметрами 00 00, T . 

При этом значения положительных констант 
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При исследовании течений вязкого тепло-

проводного газа часто вводят числа Рейнольдса 

и Прандтля: 
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Поэтому 
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Для воздуха обычно полагают Pr 0.72,  

1.4   и тогда 
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Далее рассматривается случай двумерных 

течений: 
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Поскольку система (1.1) не разрешена отно-

сительно производных по времени (что и за-

трудняет аналитическое исследование ее реше-

ний), в качестве искомых берутся: удельный 

объем 1    и давление p. Тогда полная систе-

ма уравнений Навье-Стокса имеет следующий 

вид [2]: 
 

 

   

   

     

0

0

0

0 0

2
2 2

0

0,

1 1 3
,

4 4

1 1 3
,

4 4

2

3
1 ,

4

t x y x y

t x y x xy xx yy

t x y y xy yy xx

t x y x y xx yy

x x y y xx yy

x x y y y x

u v u v

u uu vu p v u u

v uv vv p u v v

p up vp p u v p

p p p p

u u v v u v

       



  

        
  

 
        

  

         

         

 
       

 


















(1.2) 

а четвертое уравнение системы (1.1) (т.е. урав-

нение для 3 )v w  выполняется тождественно. В 

рассматриваемом случае уравнения состояние 

такие [2]: 
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В системе (1.2) использованы следующие 

обозначения: 
1 2, ,x x y x   e – внутренняя 

энергия. 
 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ КОШИ  

И ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЕЕ РЕШЕНИЙ 

 

На плоскости xOy  задается некоторый квад-

рат и, не нарушая общности рассмотрения, по-

лагается, что он такой: 
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Для системы (1.2), решения которой описы-

вают двумерные нестационарные течения сжи-

маемого вязкого теплопроводного политропно-

го газа в указанном квадрате, задаются непре-

рывные начальные условия, разделенные по 

пространственным переменным: 
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продолжаются четным образом: первые две на 

отрезок  0x  , вторые две функции – на 

отрезок  0 .y   

Четыре другие функции из начальных усло-

вий:  1 ,ou x   1 ,ov x   2 ,ou y   2
ov y  – продол-

жаются нечетным образом: на отрезок 

 0x   первая пара, на отрезок 

 0y   вторая пара. 

После такого продолжения для системы (1.2) 

при  x    и при  y    начальные 
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условия с учетом их четности могут быть пред-

ставлены в виде 
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где вследствие непрерывности функций 
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ские ряды сходятся при всех x, y. Здесь символ f 
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Смысл двойных индексов следующий: пер-

вый индекс задает частоту гармоники, перед 

которой стоит данный коэффициент тригоно-

метрического ряда; второй индекс равен едини-

це, если гармоника зависит от первой простран-

ственной переменной x; второй индекс равен 

двойке, если гармоника зависит от второй про-

странственной переменной y. 

Решение задачи (1.2), (2.1) ищется в виде 
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1

t sin t sin ;k k
k

u kx u ky




  
   

 

       ,1 ,2
1

, ,

t sin t sin ;k k
k

v t x y

v kx v ky






  
 

 

 

 

       ,1 ,2
1

, ,

1 t cos t cos ,k k
k

p t x y

p kx p ky






   
 

 

 

с неизвестными коэффициентами 
 

 ,1 ,k t   ,2 ,k t   ,1 ,ku t   ,2 ,ku t   ,1 ,kv t  

 ,2 ,kv t   ,1 ,kp t   ,2 ,kp t  
 

зависящими от t, и для которых заданы началь-

ные условия при 0,x   0y   
 

   ,1 ,1 ,2 ,20 ; 0o o
k k k kf f f f  . 

 

Здесь символ f  также принимает значения ,  

,u  ,v  ,p  переменная k принимает целые поло-

жительные значения. 

 

3. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ  

СИСТЕМЫ (1.2) 

 

Для первого уравнения системы (1.2) все 

требуемые преобразования ниже выписаны по-

дробно.  

Сначала по преставлениям (2.2) определяют-

ся частные производные, входящие в первое 

уравнение системы (1.2). А потом в это уравне-

ние подставляются представления (2.2) и 

найденные выражения для производных. В по-

лученном соотношении раскрываются скобки, и 

оно расписывается через двойные суммы 
 

       ' '
,1 ,2

1 1

cos cosk k
k k

t kx t ky
 

 

      

 

       ,1 ,1
1 1

sin sink m
k m

u t m t kx mx
 

 

    

 

       ,2 ,1
1 1

sin sink m
k m

u t m t ky mx
 

 

    

 

       ,1 ,2
1 1

sin sink m
k m

v t m t kx my
 

 

    

 

       ,2 ,2
1 1

sin sink m
k m

v t m t ky my
 

 

    

   ,1
1

cosk
k

ku t kx




   

 

       ,1 ,1
1 1

cos cosk m
k m

t mu t kx mx
 

 

    
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       ,2 ,1
1 1

cos cosk m
k m

t mu t ky mx
 

 

    

 

   ,2
1

cosk
k

kv t ky




                 (3.1) 

 

       ,1 ,2
1 1

cos cosk m
k m

t mv t kx my
 

 

    

 

       ,2 ,2
1 1

cos cos .k m
k m

t mv t ky my
 

 

        

 

Полученное уравнение проецируется на ба-

зис  

 cos , cos2 , cos3 ,... ,x x x  
 

т.е. это уравнение последовательно умножается 

на  cos , 1, 2, ...lx l   и интегрируется по x и y 

на отрезках от   до .  Далее учитываются 

значения конкретных определенных интегралов 

и также вводятся две константы 
 

1, если или ;

0, в остальных случаях;               
kml

l k m l k m
a

    
 


 

 

1, если  ;

1, если ;

0, в остальных случаях,

kml

l k - m

b l k m

 


   



 

 

с помощью которых вычисляются такие инте-

гралы: 
 

     cos cos cos ,
2 kmlkx mx lx dx a






  

     sin sin cos .
2 kmlkx mx lx dy b






  

 

В результате получается бесконечная система 

обыкновенных дифференциальных уравнений и 

после деления каждого уравнения на 22  эта 

система имеет нормальную форму: 
 

       ,1 ,1 ,1 ,1
1 1

1

2l k m kml l
k m

t mu t t b l u t
 

 

      

 

   ,1 ,1
1 1

1
;

2 k m kml
k m

mu t t a
 

 

  1,2, ....l   

 

Для построения приближенных решений си-

стемы (1.2) используются конечные суммы  

 

       ,1 ,2
1

, ,

1 cos cos ,
K

k k
k

f t x y

f t kx f t ky




   
 

 

         ,1 ,2
1

, , cos cos ,
K

k k
k

g t x y g t kx g t ky


  
 

 

где K – выбранное значение числа слагаемых в 

конечных отрезках рядов; значок f принимает 

значения , p , а значок g  – , .u v  

Тогда бесконечные системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений перейдут в ко-

нечные системы следующего вида:  
 

       '
,1 ,1 ,1 ,1

1 1

1

2

K K

l k m kml l
k m

t mu t t b l u t
 

      

   ,1 ,1
1 1

1
;

2

K K

k m kml
k m

mu t t a
 

  1,2, ..., .l K  

 

Учет значений констант ,kml kmla b  приводит 

к следующим обыкновенным дифференциаль-

ным уравнениям для коэффициентов  ,1 .l t  

При 1l  : 

     

       

1

1,1 1,1 ,1
1

,1 1,1 1,11 .

K

j j
j

j j

t ju t t

j u t t u t








   


   



   (3.2) 

 

При 2 1:l K    
 

     

       

,1 ,1 ,1
1

,1 ,1 ,1 .

K l

l j l j
j

j j l l

t ju t t

j l u t t lu t








   


   



   (3.3) 

 

При l K : 

 

       

,1

1

,1 ,1 ,1
1

1
2 .

2

K

K

K j j K
j

t

K j u t t Ku t





 

   
(3.4) 

 

Затем первое уравнение системы (1.2) про-

ецируется на базис  
 

 cos , cos2 , cos3 ,...y y y , 
 

т.е. это уравнение последовательно умножается 

на  cos , 1, 2, ...,ly l K  и интегрируется по x и 

y на отрезках от   до .   

После соответствующих преобразований по-

лучается следующая конечная система обыкно-

венных дифференциальных уравнений для ко-

эффициентов  ,2 .l t  
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При 1:l    
 

       

     

1

1,2 ,2 1,2
1

1,2 ,2 1,2

1
2 1

2

.

K

j j
j

j j

t j v t t

v t t u t








    


  



  (3.5) 

 

При 2 1:l K    
 

       ,2 ,2 ,2
1

1
2

2

K l

l j j l
j

t j l v t t





    
  

   ,2 ,2j l jv t t
  


                 (3.6) 

       
1

,2 ,2 ,2
1

1
2 .

2

l

l l j j
j

lu t l j v t t





     

 

При l K : 
 

       

 

1

,2 ,2 ,2
1

,2

1
2

2

.

K

K K j j
j

K

t K j v t t

Ku t






    




  (3.7) 

 

Построение соответствующих приближений 

остальных искомых функций задачи (1.2), (2.1) 

также сводится к получению соответствующих 

конечных систем обыкновенных дифференци-

альных уравнений вида  
 

    '
, , , ; 1, 2, .., ; 1, 2.l i l i j if t F f t l K i    (3.8) 

Значок f принимает значения u, v, p. Данные 

системы достаточно громоздкие, и поэтому их 

вид здесь не приводится. 

 
4. ПРИБЛИЖЕННЫЕ РЕШЕНИЯ  

УРАВНЕНИЙ СИСТЕМЫ (1.2) 

 

Численное построение решений систем 

обыкновенных дифференциальных уравнений 

(3.2)–(3.8) позволяет построить начальные от-

резки тригонометрических рядов (2.2) и тем са-

мым получить приближенные решения задачи 

(1.2)–(2.1). 

В рассмотренном ниже примере взяты сле-

дующие начальные условия  
 

0 0 0

0

1, 0, 0,

1 0.2cos 0.2cos ,

t t t

t

u v

p x y

  



    



  


     (4.1) 

 

и число слагаемых в тригонометрических сум-

мах есть 90K  . Системы обыкновенных диф-

ференциальных уравнений решались численно с 

точностью 410 .  В системе (1.2) положено 

0 0.001  , 
0 01.458333   . 

По результатам расчетов сделан фильм
1
, в 

котором представлено поведение с течением 

времени всех газодинамических параметров. На 

рис. 1–3 даны поверхности давления в различ-

ные моменты времени. 

 

 
 

 
а                                                                                                 б 

 

Рис. 1. Поверхности давления в моменты времени  t = 0  (а) и  t = 20 (б) 

 

                                                           
1
 Баутин С.П., Обухов А.Г. Результаты расчетов // https://vk.com/wall-71669107_3941 
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   а                                                                                       б 

Рис. 2. Поверхности давления в моменты времени  t = 39 (а)  и  t = 83 (б) 

 

 
   а                                                                                       б 

Рис. 3. Поверхности давления в моменты времени  t = 120 (а)  и  t = 151 (б) 
 

Видно, что вначале течение изменяется 

плавно, а затем в нем образуются волновые 

структуры. Можно сделать вывод о том, что 

наличие осциллирующих участков перед фрон-

тами и за ними никак не связано с выбранным 

конкретным и достаточно большим числом K.  

Поверхности, задающие остальные газоди-

намические параметры , u, v в момент времени 

t = 20, приведены на рис. 4–6. 

 

 
Рис. 4. Поверхность функции   

в момент времени  t = 20 

 
Рис. 5. Поверхность функции u  

в момент времени  t = 20 
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Рис. 6. Поверхность функции v в момент времени t = 20 

 

На рис. 7 приведены мгновенные линии тока построенного течения в моменты времени t = 5 и t = 20. 

 

 
    а                                                                                            б 

 

Рис. 7. Мгновенные линии тока в моменты времени t = 5 (а)  и t = 20 (б) 
 

На рис. 8 представлены мгновенные линии тока построенного течения в моменты времени t = 35 и t = 65.

 

 
      а                                                                                            б 

 

Рис. 8. Мгновенные линии тока в моменты времени  t = 35 (а)  и  t = 65 (б) 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, показано, что методика ре-

шения нелинейных уравнений с частными про-

изводными с помощью тригонометрических 

сумм эффективно применяется для описания 

течений сжимаемого вязкого теплопроводного 

газа. 
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In the paper, in the case of two independent spatial variables, a complete system of equations is considered Na-

vier-Stokes, whose solutions describe the movements of a compressible viscous heat-conducting gas. For it, the 

Cauchy problem with continuous initial data is posed squared on the xOy plane. After a corresponding continuation 

of these data on the second square, the solution of the Cauchy problem is presented in the form of corresponding 

trigonometric series for spatial variables. The coefficients of the series are the desired functions of time. An infinite 

system of ordinary differential equations with corresponding initial conditions is given for these coefficients. Finite 

segments of trigonometric sums are constructed, approximating the solutions of the Cauchy problem under consid-

eration. 

 

Keywords: the complete system of Navier-Stokes equations, the Cauchy problem, trigonometric series, approxi-

mate solutions. 
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