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Рассматриваются нелинейные уравнения переноса с пропорциональным запаздыванием, допускающие 

точные решения. Описано более тридцати уравнений с пропорциональным запаздыванием и постоянным 

коэффициентом переноса либо с зависящим от искомой функции коэффициентом переноса степенного, 

экспоненциального или логарифмического вида. Кинетические функции всех рассматриваемых уравнений 

содержат свободные параметры и в большинстве случаев также содержат произвольные функции. Получены 

точные решения с аддитивным, мультипликативным, обобщенным и функциональным разделением 

переменных, а также решения типа бегущей волны и автомодельные решения. Большинство точных решений 

содержат свободные параметры. Приводится также свыше двадцати более сложных нелинейных уравнений 

переноса с произвольными аргументами, допускающих точные решения. Все рассматриваемые уравнения и 

их точные решения могут быть использованы в формулировках тестовых задач для оценки точности 

численных методов.  
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ВВЕДЕНИЕ 

 
Уравнения переноса с пропорциональным 

запаздыванием применяются в биологии и 

биомедицине для описания процесса проли-

ферации клеток, т.е. процесса одновременного 

роста и деления клеток некоторой ткани 

организма. Переменная 𝑥  называется «пере-

менной созревания» (от англ. «maturation 

variable») и отвечает не за пространственное 

расположение клетки, а за некоторое количе-

ственное свойство, характеризующее ее 

зрелость, например, массу клетки, содержание 

ДНК, содержание гемоглобина и т.п. 

В [1] рассматривается модель пролиферации 

клеток, основанная на линейном уравнении с 

пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑝2𝑏𝑤 − 𝑏𝑢 − μ𝑢, 𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡),  (1) 
 

где 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) – плотность популяции клеток 

зрелости 𝑥 в момент времени 𝑡; 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 

μ > 0 – скорости созревания, деления и гибели 

клеток соответственно; p – коэффициент про-

порциональности.  

Коэффициент пропорциональности 𝑝 > 1 

показывает, на сколько дочерних клеток 

зрелости 𝑥/𝑝  делится родительская клетка 

(обычно 𝑝 = 2). В [1] показано, что аналити-

ческое решение начально-краевой задачи с 

произвольными начальными данными для 

уравнения (1) может быть получено путем 

сведения рассматриваемой задачи к 

последовательности более простых задач Коши. 

Модель, основанная на нелинейном уравне-

нии переноса с пропорциональным запазды-

ванием по 𝑥 и постоянным запаздыванием по 𝑡, 

предложена в [2]:  
 

𝑢𝑡 + 𝑎(𝑥)𝑢𝑥 = 𝑐𝑤(1 − 𝑤) − δ𝑢, 
 

𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡 − τ),             
(2) 

 

где 𝑎(𝑥) > 0 – переменная скорость созревания 

(рассматривается случай 𝑎(𝑥) = 𝑟𝑥 , 𝑟 > 0  – 

некоторая константа); δ > 0  и 𝑐 > 0  – 

некоторые константы; τ > 0  – время запазды-
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вания, 𝑝 > 0 – коэффициент пропорциональ-

ности.  

В [2] изучается существование и локальная 

устойчивость решений различного вида для раз-

личных начальных данных и значений пара-

метров уравнения (2). Похожие модели 

рассматриваются также в [3, 4]. Численный 

метод для решения уравнений вида (2) 

разрабатывается в [5]. В [6] рассматривается 

модель с более сложным нелинейным уравне-

нием с произвольным аргументом по 𝑥  и 

постоянным запаздыванием по 𝑡:  
 

𝑢𝑡 + 𝑎(𝑥)𝑢𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑤),   𝑤 = 𝑢(ξ(𝑥), 𝑡 − τ), 
 

где 0 ≤ ξ(𝑥) < 𝑥. 

Точность численных и приближенных 

аналитических методов интегрирования урав-

нений переноса с запаздыванием можно 

проверять путем сопоставления численных 

решений с решениями тестовых задач. Для 

формулировок тестовых задач используются 

уравнения, которые содержат произвольные 

функции и допускают точные решения со 

свободными параметрами. Такие уравнения и 

точные решения позволяют легко формулиро-

вать большой набор тестовых задач, которые в 

том числе дают возможность наблюдать и 

сравнивать работу методов в обычных и особых 

случаях, например, в устойчивых и неустой-

чивых областях. 

Большой объем литературы посвящен 

построению точных решений уравнений мате-

матической физики с запаздыванием второго 

порядка. Выделяются методы группового 

анализа [7–9], метод функциональных связей 

[10–17] и метод структурной аналогии решений 

[18–23]. Результаты последних лет по точным 

решениям уравнений математической физики 

второго порядка с постоянным, пропорциональ-

ным и переменным запаздыванием обобщены и 

структурированно изложены в монографии [24]. 

При этом, на данный момент известна лишь 

одна статья о построении точных решений 

уравнений переноса с запаздыванием. В [25] 

проводится полная групповая классификация 

уравнения переноса с постоянным запазды-

ванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑔(𝑢)𝑢𝑥 = 𝑓(𝑢, 𝑤), 𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑡 − τ).   (3) 
 

Для 𝑔(𝑢) = 𝑢  получено четыре уравнения, 

которые допускают точные решения: одно 

уравнение с произвольной функцией, допускаю-

щее решение типа бегущей волны, одно 

линейное уравнение и два уравнения со 

степенными нелинейностями. Полученные ре-

шения содержат произвольные функции и 

свободные параметры. 

В данной статье мы рассматриваем нелиней-

ные уравнения переноса с пропорциональным 

запаздыванием и произвольными аргументами. 

Точные решения построены методом функцио-

нальных связей и с помощью принципа 

структурной аналогии решений. 

Термин «точное решение нелинейного 

уравнения переноса с пропорциональным за-

паздыванием (с произвольными аргументами)» 

применяется в случаях, когда решение вы-

ражается в элементарных функциях, и/или через 

неопределенные интегралы, и/или через 

решения ОДУ или систем ОДУ, и/или через 

решения ОДУ или систем ОДУ с пропор-

циональным запаздыванием (с произвольными 

аргументами). 

Во втором разделе статьи приводятся точные 

решения уравнений переноса с пропорцио-

нальным запаздыванием и постоянным коэф-

фициентом переноса:  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑓(𝑢, 𝑤), 𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡).      (4) 
 

Так как уравнение (4) симметрично отно-

сительно аргументов 𝑥  и 𝑡  (с точностью до 

переобозначений константы 𝑎  и кинетической 

функции 𝑓), точные решения для уравнений с 

пропорциональным запаздыванием по 𝑡  могут 

быть легко выписаны и в статье не приводятся. 

Рассматриваются также уравнения с запазды-

ваниями по обеим переменным, когда 𝑤 =

=  𝑢(𝑝𝑥, 𝑞𝑡). 

Третий раздел статьи содержит точные 

решения более сложных уравнений переноса с 

пропорциональным запаздыванием и зависящим 

от 𝑢 коэффициентом переноса:  
 

𝑢𝑡 + ℎ(𝑢)𝑢𝑥 = 𝑓(𝑢, 𝑤), 𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡).   (5) 
 

Рассматриваются также уравнения с запазды-

ванием по 𝑡,когда 𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡),и уравнения с 

запаздываниями по обеим переменным, когда 

𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑞𝑡). 

В четвертом разделе статьи представлена 

таблица, которая содержит нелинейные уравне-

ния переноса с произвольными аргументами 

вида (4) и (5), где 𝑤 = 𝑢(ξ(𝑥), 𝑡) , или 𝑤 =

=  𝑢(𝑥, η(𝑡)),  или 𝑤 = 𝑢(ξ(𝑥), η(𝑡)). Точные 

решения этих уравнений получены с помощью 

решений уравнений с пропорциональным 

запаздыванием (4) и (5) с помощью принципа 

структурной аналогии решений [26]. 
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Замечание 1. Точным решениям уравнений 

математической физики первого, второго и 

более старших порядков без запаздывания 

посвящена книга [27], которая содержит более 

четырех с половиной тысяч уравнений, до-

пускающих точные решения.  

 

УРАВНЕНИЯ С ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫМ 

ЗАПАЗДЫВАНИЕМ И ПОСТОЯННЫМ 

КОЭФФИЦИЕНТОМ ПЕРЕНОСА 
 

Уравнение 1. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием:  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑏𝑤1/𝑝, 𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡),       (6) 
 

допускает точное решение с мультипликатив-

ным разделением переменных: 
 

𝑢 = (𝑎λ)
𝑝

1−𝑝𝑒−λ𝑥 (𝐴𝑒
(𝑝−1)𝑎λ

𝑝
𝑡

− 𝑏)

𝑝
𝑝−1

, 

 

где λ, 𝐴 – произвольные постоянные. 

Уравнение 2. Рассмотрим нелинейное урав-

нение переноса с пропорциональным запазды-

ванием:  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑢(𝑏 ln 𝑢 + 𝑐 ln 𝑤 + 𝑑),   
 

𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡).                  
(7) 

 

1∘. Уравнение (7) допускает точное решение с 

обобщенным разделением переменных: 
 

𝑢 = ∑  

𝑁

𝑛=0

𝑡𝑛φ𝑛(𝑥), 

 

где 𝑁 – любое натуральное число, а функции 

φ𝑛 = φ𝑛(𝑥)  (0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁)  определяются из 

системы ОДУ с пропорциональным запазды-

ванием:  
 

𝑎φ′0 = 𝑏φ0 + 𝑐φ̅0 − φ1 + 𝑑, 
 

𝑎φ′
𝑛 = 𝑏φ𝑛 + 𝑐φ̅𝑛 − (𝑛 + 1)φ𝑛+1,  

 

1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 − 1, 
 

𝑎φ′𝑁 = 𝑏φ𝑁 + 𝑐φ̅𝑁, 

(8) 

 

 

где φ̅𝑛 = φ𝑛(𝑝𝑥) (0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁). 

2∘.  Уравнение (7) допускает также точное 

решение вида  
 

𝑢 = exp[φ1(𝑥)𝑒𝑐𝑡 + φ2(𝑥)], 
 

где функции φ𝑖 = φ𝑖(𝑥)  (𝑖 = 1,  2)  удовлет-

воряют линейным ОДУ с пропорциональным 

запаздыванием:  
 

𝑎φ′1 = (𝑏 − 𝑐)φ1 + 𝑐φ̅1,

𝑎φ′2 = 𝑏φ2 + 𝑐φ̅2 + 𝑑,
            (9) 

 

где φ̅𝑖 = φ𝑖(𝑝𝑥) (𝑖 = 1,2). 

Уравнение 3. Нелинейное уравнение 

переноса с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑓(𝑢 − 𝑤), 𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡),   (10) 
 

где 𝑓  – произвольная функция, допускает 

точное решение вида  
 

𝑢 = 𝐴𝑡 + φ(𝑥), 
 

где 𝐴  – произвольная постоянная, а функция 

φ = φ(𝑥)  удовлетворяет нелинейному ОДУ с 

пропорциональным запаздыванием:  
 

𝑎φ′ = 𝑓(φ − φ̅) − 𝐴, φ̅ = φ(𝑝𝑥).   (11) 
 

Уравнение 4. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑏𝑢 + 𝑓(𝑢 − 𝑤), 𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡),  (12) 
 

допускает точное решение с аддитивным раз-

делением переменных вида 
 

𝑢 = 𝐴𝑒𝑏𝑡 + φ(𝑥), 
 

где 𝐴  – произвольная постоянная, а функция 

φ = φ(𝑥)  описывается нелинейным ОДУ с 

пропорциональным запаздыванием:  
 

𝑎φ′ = 𝑏φ + 𝑓(φ − φ̅), φ̅ = φ(𝑝𝑥).    (13) 
 

Уравнение 5. Нелинейное уравнение 

переноса с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑢𝑓 (
𝑤

𝑢
) , 𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡),     (14) 

 

допускает точное решение с мультипликатив-

ным разделением переменных вида 
 

𝑢 = 𝑒λ𝑡φ(𝑥), 
 

где λ  – произвольная постоянная, а функция 

φ = φ(𝑥)  удовлетворяет нелинейному ОДУ с 

пропорциональным запаздыванием:  
 

𝑎φ′ + λφ − φ𝑓 (
φ̅

φ
) = 0, φ̅ = φ(𝑝𝑥).    (15) 

 

Уравнение 6. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑏𝑢 ln 𝑢 + 𝑢𝑓 (
𝑤

𝑢
) , 𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡), (16) 

 

допускает точное решение с мультипликатив-

ным разделением переменных вида 
 

𝑢 = exp(𝐴𝑒𝑏𝑡 + 𝐵/𝑏)φ(𝑥), 
 

где 𝐴,  𝐵  – произвольные постоянные, а 

функция φ = φ(𝑥)  описывается нелинейным 

ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

𝑎φ′ = φ [𝐵 + 𝑏 ln φ + 𝑓 (
φ̅

φ
)] , φ̅ = φ(𝑝𝑥).  (17) 
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Замечание 2. Описанные выше уравнения 

переноса с пропорциональным запаздыванием 

по переменной 𝑥 и постоянным коэффициентом 

переноса (6), (7), (10), (12), (14), (16) 

симметричны относительно аргументов 𝑥  и 𝑡 

(с точностью до переобозначений константы 𝑎 

и кинетической функции 𝑓).  Поэтому точные 

решения для уравнений с пропорциональным 

запаздыванием по переменной 𝑡  могут быть 

легко записаны и в статье не приводятся.  

Уравнение 7. Рассмотрим нелинейное 

уравнение переноса с пропорциональными за-

паздываниями по обеим переменным: 
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑏𝑤𝑘, 𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑞𝑡),       (18) 
 

1∘. Уравнение (18) допускает автомодельное 

точное решение вида 
 

𝑢 = 𝑡
1

1−𝑘θ(𝑧),    𝑧 = 𝑥𝑡−1, 
 

где функция θ = θ(𝑧) описывается нелинейным 

ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

(𝑧 − 𝑎)θ′ +
1

𝑘 − 1
θ + 𝑏𝑞

𝑘
1−𝑘θ̅𝑘 = 0,   

θ̅ = θ(𝑠𝑧),   𝑠 = 𝑝𝑞−1. 
 

2∘.  Уравнение (18) при 𝑞 = 𝑝  допускает 

точное решение типа бегущей волны:  
 

𝑢 = θ(𝑧),  𝑧 = 𝑘𝑥 − λ𝑡, 
 

где 𝑘, λ – произвольные постоянные, а функция 

θ = θ(𝑧)  описывается нелинейным ОДУ с 

пропорциональным запаздыванием:  
 

(λ − 𝑎𝑘)θ′ + 𝑏θ̅𝑘 = 0,   θ̅ = θ(𝑝𝑧). 
 

Уравнение 8. Рассмотрим нелинейное урав-

нение переноса с пропорциональными запазды-

ваниями по обеим переменным:  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑏𝑢𝑚𝑤𝑘,   𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑞𝑡).   (19) 
 

1∘. Уравнение (19) допускает автомодельное 

точное решение:  
 

𝑢 = 𝑡
1

1−𝑘−𝑚θ(𝑧),   𝑧 = 𝑥𝑡−1, 
 

где функция θ = θ(𝑧) описывается нелинейным 

ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

(𝑧 − 𝑎)θ′ +
1

𝑘 + 𝑚 − 1
θ + 𝑏𝑞

𝑘
1−𝑘−𝑚θ𝑚θ̅𝑘 = 0,  

 θ̅ = θ(𝑠𝑧),   𝑠 = 𝑝𝑞−1. 
 

2∘.  Уравнение (19) при 𝑞 = 𝑝  допускает 

точное решение типа бегущей волны:  
 

𝑢 = θ(𝑧),  𝑧 = 𝑘𝑥 − λ𝑡, 
 

где 𝑘, λ – произвольные постоянные, а функция 

θ = θ(𝑧)  описывается нелинейным ОДУ с 

пропорциональным запаздыванием:  
 

(λ − 𝑎𝑘)θ′ + 𝑏θ𝑚θ̅𝑘 = 0,   θ̅ = θ(𝑝𝑧). 
 

3∘.  Уравнение (19) при 𝑚 = 1 − 𝑘𝑞  до-

пускает точное решение с мультипликативным 

разделением переменных:  
 

𝑢 = 𝑒λ𝑡φ(𝑥), 
 

где функция φ = φ(𝑥)  описывается нелиней-

ным ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

𝑎φ′ = 𝑏φ1−𝑘𝑞φ̅𝑘 − λφ,   φ̅ = φ(𝑝𝑥). 
 

4∘. Уравнение (19) при 𝑚 = 1 − 𝑘𝑝 

допускает точное решение с мультипликатив-

ным разделением переменных:  
 

𝑢 = 𝑒λ𝑥ψ(𝑡), 
 

где функция ψ = ψ(𝑡)  описывается нелиней-

ным ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

ψ′ = 𝑏ψ1−𝑘𝑝ψ̅𝑘 − 𝑎λψ,   ψ̅ = ψ(𝑞𝑡). 
 

Уравнение 9. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональными запаздываниями по 

обеим переменным  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑏𝑒μ𝑢+λ𝑤 ,   𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑞𝑡), 
 

допускает точное решение вида  
 

𝑢 = θ(𝑧) −
1

μ + λ
ln𝑡,   𝑧 = 𝑥𝑡−1, 

 

где функция θ = θ(𝑧) описывается нелинейным 

ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

(𝑧 − 𝑎)(μ + λ)θ′ + 

+𝑏(μ + λ)𝑞
− 

λ
μ+λ𝑒μθ+λθ̅ + 1 = 0, 

θ̅ = θ(𝑠𝑧),   𝑠 = 𝑝𝑞−1. 
 

Уравнение 10. Рассмотрим нелинейное 

уравнение переноса с пропорциональными за-

паздываниями по обеим переменным:  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑢(𝑏 ln 𝑢 + 𝑐 ln 𝑤 + 𝑑),    
 

𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑞𝑡).  
(20) 

 

1∘. Уравнение (20) допускает точное решение 

с мультипликативным разделением переменных 

вида 

𝑢 = φ(𝑥)ψ(𝑡), 
 

где функции φ = φ(𝑥)  и ψ = ψ(𝑡)  описы-

ваются нелинейными ОДУ с пропорциональным 

запаздыванием: 
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𝑎φ′ = (𝑏lnφ + 𝑐lnφ̅ − 𝐴)φ,  φ̅ = φ(𝑝𝑥),

ψ′ = (𝑏lnψ + 𝑐lnψ̅ + 𝑑 + 𝐴),  ψ̅ = ψ(𝑞𝑡),
 (21) 

 

где 𝐴 – произвольная постоянная. 

2∘.  Уравнение (20) при 𝑞 = 𝑝  допускает 

точное решение типа бегущей волны:  
 

𝑢 = θ(𝑧),   𝑧 = 𝑘𝑥 − λ𝑡, 
 

где 𝑘, λ – произвольные постоянные, а функция 

θ = θ(𝑧)  описывается нелинейным ОДУ с 

пропорциональным запаздыванием:  
 

(λ − 𝑎𝑘)θ′ + (𝑏 ln θ + 𝑐 ln θ̅ + 𝑑)θ = 0,  
 θ̅ = θ(𝑝𝑧). 

 

Уравнение 11. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональными запаздываниями по 

обеим переменным  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑒λ𝑢𝑓(𝑢 − 𝑤),   𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑞𝑡), 
 

допускает точное решение вида  
 

𝑢 = θ(𝑧) −
1

𝜆
ln 𝑡,   𝑧 = 𝑥𝑡−1, 

 

где функция θ = θ(𝑧) описывается нелинейным 

ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

(𝑧 − 𝑎)θ′ + 𝑒λθ𝑓 (θ − θ̅ +
1

λ
ln𝑞) +

1

λ
= 0,    

θ̅ = θ(𝑠𝑧),  𝑠 = 𝑝𝑞−1. 

 
УРАВНЕНИЯ С ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫМ 

ЗАПАЗДЫВАНИЕМ И ЗАВИСЯЩИМ  

ОТ ИСКОМОЙ ФУНКЦИИ 

КОЭФФИЦИЕНТОМ ПЕРЕНОСА 

 
Уравнение 12. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑘𝑢𝑥 = 𝑢𝑓(𝑤/𝑢), 𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡), 
 

допускает точное решение вида  
 

𝑢 = 𝑒λ𝑡θ(𝑧), 𝑧 = 𝑒−𝑘λ𝑡𝑥, 
 

где λ  – произвольная постоянная, а функция 

θ = θ(𝑧)  описывается нелинейным ОДУ с 

пропорциональным запаздыванием:  
 

(𝑘λ𝑧 − 𝑎θ𝑘)θ′ + θ𝑓(θ̅/θ) − λθ = 0,  θ̅ = θ(𝑝𝑧). 
 

Уравнение 13. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑘𝑢𝑥 = 𝑢𝑘+1𝑓(𝑤/𝑢),   𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡), 
 

допускает точное решение с мультипликатив-

ным разделением переменных вида 

 

𝑢 = 𝑡−1/𝑘φ(𝑥), 
 

где функция φ = φ(𝑥) удовлетворяет нелиней-

ному обыкновенному функционально-диффе-

ренциальному уравнению:  
 

𝑎φ′ = φ𝑓(φ̅/φ) +
1

𝑘
φ1−𝑘,  φ̅ = φ(𝑝𝑥).   (22) 

 

Уравнение 14. Нелинейное уравнение 

переноса с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑘𝑢𝑥 = 𝑏𝑢−𝑘 + 𝑓(𝑢𝑘+1 − 𝑤𝑘+1),    

𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡), 
 

допускает точное решение с функциональным 

разделением переменных вида 
 

𝑢 = [φ(𝑥) + 𝑏(𝑘 + 1)𝑡]
1

𝑘+1, 
 

где функция φ = φ(𝑥) удовлетворяет нелиней-

ному ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

𝑎φ′ = (𝑘 + 1)𝑓(φ − φ̅),   φ̅ = φ(𝑝𝑥).   (23) 
 

Уравнение 15. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑒λ𝑢𝑢𝑥 = 𝑒λ𝑢𝑓(𝑢 − 𝑤),   𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡), 
 

допускает точное решение с аддитивным раз-

делением переменных вида 
 

𝑢 = φ(𝑥) −
1

λ
ln 𝑡, 

 

где функция φ = φ(𝑥) удовлетворяет нелиней-

ному ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

𝑎φ′ = 𝑒λφ𝑓(φ − φ̅) +
1

λ
,  φ̅ = φ(𝑝𝑥).   (24) 

 

Уравнение 16. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑓′
𝑢𝑢𝑥 =

𝑎

𝑓′
𝑢

+ 𝑔[𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑤)],    

𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑡), 
 

допускает точное решение в неявном виде:  
 

𝑓(𝑢) = 𝑎𝑡 + φ(𝑥), 
 

где функция φ = φ(𝑥)  описывается нелиней-

ным ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

φ′ = 𝑔(φ − φ̅),   φ̅ = φ(𝑝𝑥).        (25) 
 

Уравнение 17. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑘𝑢𝑥 = 𝑢𝑓(𝑤/𝑢),  𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡), 
 

допускает точное решение с мультипликатив-

ным разделением переменных вида 
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𝑢 = (𝐴𝑥 + 𝐵)1/𝑘ψ(𝑡), 
 

где 𝐴,  𝐵  – произвольные постоянные, а 

функция ψ = ψ(𝑡) удовлетворяет нелинейному 

ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

ψ′ = ψ𝑓(ψ̅/ψ) −
𝐴𝑎

𝑘
ψ𝑘+1,   ψ̅ = ψ(𝑞𝑡).    (26) 

 

Уравнение 18. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑘𝑢𝑥 = 𝑏𝑢𝑘+1 + 𝑢𝑓(𝑤/𝑢),   𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡), 
 

допускает точное решение с мультипликатив-

ным разделением переменных вида 
 

𝑢 = 𝑒𝑏𝑥/𝑎ψ(𝑡), 
 

где функция ψ = ψ(𝑡) удовлетворяет нелиней-

ному ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

ψ′ = ψ𝑓(ψ̅/ψ),   ψ̅ = ψ(𝑞𝑡).       (27) 
 

Уравнение 19. Нелинейное уравнение 

переноса с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑘𝑢𝑥 = 𝑢𝑘+1𝑓(𝑤/𝑢),   𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡), 
 

допускает точное решение вида 
  

𝑢 = 𝑡−
1
𝑘θ(𝑧),   𝑧 = 𝑥 + λ ln 𝑡, 

 

где λ  – произвольная постоянная, а функция 

θ = θ(𝑧)  удовлетворяет нелинейному ОДУ с 

постоянным запаздыванием:  
 

𝑘(λ + 𝑎θ𝑘)θ′ = 𝑘θ𝑘+1𝑓 (
𝑞−

1
𝑘θ̅

θ
) + θ,    

θ̅ = θ(𝑧 + σ),   σ = λ ln𝑞. 
 

Уравнение 20. Нелинейное уравнение 

переноса с пропорциональным запаздыванием 

  

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑘𝑢𝑥 = 𝑏 + 𝑢−𝑘𝑓(𝑢𝑘+1 − 𝑤𝑘+1),    

𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡), 
 

допускает точное решение с функциональным 

разделением переменных:  
 

𝑢 = [ψ(𝑡) + 𝑏(𝑘 + 1)𝑥/𝑎]
1

𝑘+1, 
 

где функция ψ = ψ(𝑡)  описывается нелиней-

ным ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

ψ′ = (𝑘 + 1)𝑓(ψ − ψ̅),   ψ̅ = ψ(𝑞𝑡).       (28) 

 

Уравнение 21. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑒λ𝑢𝑢𝑥 = 𝑓(𝑢 − 𝑤),   𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡), 
 

допускает точное решение с аддитивным раз-

делением переменных: 
 

𝑢 =
1

λ
ln(𝐴𝑥 + 𝐵) + ψ(𝑡), 

 

где 𝐴,  𝐵  – произвольные постоянные, а 

функция ψ = ψ(𝑡) удовлетворяет нелинейному 

ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

ψ′ = 𝑓(ψ − ψ̅) −
𝑎𝐴

𝜆
𝑒λψ,   ψ̅ = ψ(𝑞𝑡).    (29) 

 

Уравнение 22. Рассмотрим нелинейное 

уравнение переноса с пропорциональным за-

паздыванием:  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑒λ𝑢𝑢𝑥 = 𝑏𝑒λ𝑢 + 𝑓(𝑢 − 𝑤),   
𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡).             (30) 

 

1∘. Уравнение (30) допускает точное решение 

с аддитивным разделением переменных:  
 

𝑢 =
1

λ
ln(𝐴𝑒𝑏λ𝑥/𝑎 + 𝐵) + ψ(𝑡), 

 

где 𝐴,  𝐵  – произвольные постоянные, а 

функция ψ = ψ(𝑡)  описывается нелинейным 

ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  

 

ψ′ = 𝐵𝑏𝑒λψ + 𝑓(ψ − ψ̅),   ψ̅ = ψ(𝑞𝑡).   (31) 
 

2∘. Уравнение (30) допускает другое точное 

решение с аддитивным разделением перемен-

ных: 

 

𝑢 = ψ(𝑡) + 𝑏𝑥/𝑎, 
 

где функция ψ = ψ(𝑡)  описывается нелиней-

ным ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

ψ′ = 𝑓(ψ − ψ̅),   ψ̅ = ψ(𝑞𝑡).       (32) 
 

Уравнение 23. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑒λ𝑢𝑢𝑥 = 𝑏 + 𝑒−λ𝑢𝑓(𝑒λ𝑢 − 𝑒λ𝑤),    

𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡), 
 

допускает точное решение с функциональным 

разделением переменных:  
 

𝑢 =
1

λ
ln[ψ(𝑡) + 𝑏λ𝑥/𝑎], 

 

где функция ψ = ψ(𝑡)  описывается нелиней-

ным ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

ψ′ = λ𝑓(ψ − ψ̅),   ψ̅ = ψ(𝑞𝑡).       (33) 
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Уравнение 24. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + (𝑎 ln 𝑢 + 𝑏)𝑢𝑥 = 𝑐𝑢 ln 𝑢 + 𝑢𝑓 (
𝑤

𝑢
) ,    

𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡), 
 

допускает точное решение с мультипликатив-

ным разделением переменных:  
 

𝑢 = 𝑒𝑐𝑥/𝑎ψ(𝑡), 
 

где функция ψ = ψ(𝑡) удовлетворяет нелиней-

ному ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

𝑎ψ′ = 𝑎ψ𝑓(ψ̅/ψ) − 𝑏𝑐ψ,   ψ̅ = ψ(𝑞𝑡).   (34) 
 

Уравнение 25. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑓′
𝑢𝑢𝑥 = 𝑏 +

1

𝑓′
𝑢

𝑔[𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑤)],   

𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡), 
 

где 𝑓 и 𝑔 – произвольные функции, допускает 

точное решение в неявном виде:  
 

𝑓(𝑢) = ψ(𝑡) + 𝑏𝑥/𝑎, 
 

где функция ψ = ψ(𝑡)  описывается нелиней-

ным ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

ψ′ = 𝑔(ψ − ψ̅),   ψ̅ = ψ(𝑞𝑡).       (35) 
 

Уравнение 26. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑓′
𝑢𝑢𝑥 = 𝑏𝑓(𝑢) +

𝑓(𝑢)

𝑓′
𝑢

𝑔 [
𝑓(𝑤)

𝑓(𝑢)
] ,   

𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡), 
 

допускает точное решение в неявном виде:  
 

𝑓(𝑢) = 𝑒𝑏𝑥/𝑎ψ(𝑡), 
 

где функция ψ = ψ(𝑡) удовлетворяет нелиней-

ному ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

ψ′ = ψ𝑔(ψ̅/ψ),   ψ̅ = ψ(𝑞𝑡).       (36) 
 

Уравнение 27. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 = 𝑢𝑘𝐹 (
𝑢𝑥

𝑢
,
𝑤

𝑢
,
𝑤𝑥

𝑢
) ,  𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡), 

 

допускает точное решение вида  
 

𝑢 = 𝑡
1

1−𝑘θ(𝑧),   𝑧 = 𝑥 + λ ln 𝑡, 
 

где функция θ = θ(𝑧)  удовлетворяет нелиней-

ному ОДУ с постоянным запаздыванием:  

 

(𝑘 − 1)λθ′ = 

= θ + (𝑘 − 1)θ𝑘𝐹 (
θ′

θ
,  𝑞

1
1−𝑘

θ̅

θ
,  𝑞

1
1−𝑘

θ′̅

θ
), 

θ̅ = θ(𝑧 + σ),   σ = λ ln𝑞. 
 

Уравнение 28. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 = 𝑎𝑢 + 𝑏𝑤 + 𝐹(𝑥, 𝑢𝑥 , 𝑤𝑥) + 𝐺(𝑡, 𝑢 − 𝑤),   
𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡), 

 

где 𝐹 и 𝐺 – произвольные функции, допускает 

точное решение с аддитивным разделением 

переменных: 
 

𝑢 = φ(𝑥) + ψ(𝑡), 
 

где функции φ = φ(𝑥) и ψ = ψ(𝑡) описывают-

ся нелинейным ОДУ и нелинейным ОДУ с 

пропорциональным запаздыванием: 

 

𝐹(𝑥, φ′, φ′) + (𝑎 + 𝑏)φ = 𝐶, 
 

ψ′ = 𝑎ψ + 𝑏ψ̅ + 𝐺(𝑡, ψ − ψ̅) + 𝐶, 
 

ψ̅ = ψ(𝑞𝑡), 

(37) 

 

𝐶 – произвольная постоянная. 

 

Уравнение 29. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональным запаздыванием  
 

𝑢𝑡 = 𝑎𝑢ln𝑢 + 𝑢𝐹 (𝑥,
𝑢𝑥

𝑢
) + 𝑢𝐺 (𝑡,

𝑤

𝑢
),  

 

𝑤 = 𝑢(𝑥, 𝑞𝑡), 
 

допускает точное решение с мультипликатив-

ным разделением переменных:  
 

𝑢 = φ(𝑥)ψ(𝑡), 
 

где функции φ = φ(𝑥)  и ψ = ψ(𝑡)  удовлет-

воряют нелинейному ОДУ и нелинейному ОДУ 

с пропорциональным запаздыванием: 
 

𝐹(𝑥, φ′/φ) + 𝑎 ln φ = 𝐶, 

ψ′ = 𝐶 ψ + 𝑎 ψ ln ψ + ψ 𝐺 (𝑡,
ψ̅

ψ
) ,   

ψ̅ = ψ(𝑞𝑡), 

(38) 

 

𝐶 – произвольная постоянная. 
 

Уравнение 30. Рассмотрим нелинейное 

уравнение переноса с пропорциональными 

запаздываниями по обеим переменным:  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑘𝑢𝑥 = 𝑢𝑛𝑓(𝑤/𝑢),   𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑞𝑡).  (39) 

 

1∘. Уравнение (39) допускает автомодельное 

точное решение:  
 

𝑢 = 𝑡
1

1−𝑛θ(𝑧),   𝑧 = 𝑥𝑡
𝑛−𝑘−1

1−𝑛 , 
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где функция θ = θ(𝑧) описывается нелинейным 

ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

[
𝑛 − 𝑘 − 1

𝑛 − 1
𝑧 − 𝑎θ𝑘] θ′ + 

 

+θ𝑛𝑓(𝑞
1

1−𝑛θ̅/θ) +
1

𝑛 − 1
θ = 0,  

 

θ̅ = θ(𝑠𝑧),   𝑠 = 𝑝𝑞
𝑛−𝑘−1

1−𝑛 . 
 

2∘.  Уравнение (39) при 𝑞 = 𝑝  допускает 

точное решение типа бегущей волны:  
 

𝑢 = θ(𝑧),  𝑧 = 𝑘𝑥 − λ𝑡, 
 

где 𝑘, λ – произвольные постоянные, а функция 

θ = θ(𝑧)  описывается нелинейным ОДУ с 

пропорциональным запаздыванием:  
 

(λ − 𝑎𝑘θ𝑘)θ′ + θ𝑛𝑓 (
θ̅

θ
) = 0,   

 

θ̅ = θ(𝑝𝑧). 
 

Уравнение 31. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональными запаздываниями по 

обеим переменным  
 

𝑢𝑡 + 𝑎𝑒λ𝑢𝑢𝑥 = 𝑒μ𝑢𝑓(𝑢 − 𝑤),    
 

𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑞𝑡), 
 

допускает точное решение вида  
 

𝑢 = θ(𝑧) −
1

μ
ln𝑡,   𝑧 = 𝑥𝑡

λ−μ
μ , 

 

где функция θ = θ(𝑧)  удовлетворяет нелиней-

ному ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

(
λ − μ

μ
𝑧 + 𝑎𝑒λθ) θ′ = 

 

= 𝑒μθ𝑓 (θ − θ̅ +
ln𝑞

𝜇
) +

1

μ
,   

 

 θ̅ = θ(𝑠𝑧),   𝑠 = 𝑝𝑞
λ−μ

μ . 
 

Уравнение 32. Нелинейное уравнение пере-

носа достаточно общего вида с одинаковыми 

пропорциональными запаздываниями по обеим 

переменным  
 

𝑢𝑡 = 𝐹(𝑢, 𝑤, 𝑢𝑥 , 𝑤𝑥),  𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑝𝑡), 
 

где 𝐹  – произвольная функция, допускает 

точное решение типа бегущей волны:  
 

𝑢 = θ(𝑧),   𝑧 = 𝑘𝑥 − λ𝑡, 
 

где 𝑘, λ – произвольные постоянные, а функция 

θ = θ(𝑧)  удовлетворяет нелинейному ОДУ с 

пропорциональным запаздыванием:  
 

λθ′ + 𝐹(θ,  θ̅,  𝑘θ′,  𝑘θ′̅) = 0,   θ̅ = θ(𝑝𝑧). 
 

Уравнение 33. Нелинейное уравнение пере-

носа с пропорциональными запаздываниями по 

обеим переменным  
 

𝑢𝑡 = 𝑢𝑘+1𝐹 (𝑢𝑛𝑢𝑥,  
𝑤

𝑢
,  𝑢𝑛𝑤𝑥) ,    

 

𝑤 = 𝑢(𝑝𝑥, 𝑞𝑡), 
 

допускает автомодельное точное решение:  
 

𝑢 = 𝑡−1/𝑘θ(𝑧),   𝑧 = 𝑥𝑡
𝑛+1

𝑘 , 
 

где функция θ = θ(𝑧) описывается нелинейным 

ОДУ с пропорциональным запаздыванием:  
 

(𝑛 + 1)𝑧θ′ = 
 

= θ + 𝑘θ𝑘+1𝐹 (θ𝑛θ′,  
 𝑞−

1
𝑘θ̅

θ
,   𝑞−

1
𝑘θ𝑛θ′̅) ,   

θ̅ = θ(𝑠𝑧),    𝑠 = 𝑝𝑞
𝑛+1

𝑘 . 

 
УРАВНЕНИЯ С АРГУМЕНТАМИ 

ПРОИЗВОЛЬНОГО ВИДА 

 
Некоторые уравнения с пропорциональным 

запаздыванием, рассмотренные выше, можно 

обобщить на случай уравнений с аргументами 

произвольного вида и построить для них точные 

решения в соответствие с принципом структур-

ной аналогии решений, который формулируется 

следующим образом [26]: точные решения более 

простых уравнений могут служить основой для 

построения решений более сложных родствен-

ных уравнений. В табл. 1 перечислены нелиней-

ные уравнения переноса с аргументами произ-

вольного вида и их точные решения. В 

последнем столбце даны ссылки на определяю-

щие уравнения из предыдущих разделов статьи, 

в функциях которых необходимо формально 

заменить аргументы 𝑝𝑥 на ξ(𝑥) и 𝑞𝑡 на η(𝑡).
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Таблица 1. Нелинейные уравнения переноса с аргументами произвольного вида и их точные решения 
 

№ Уравнение Точные решения 
Определяющие 

уравнения 

Уравнения с произвольным аргументом по 𝑥, когда 𝑤 = 𝑢(ξ(𝑥), 𝑡) 

1  𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑢(𝑏ln𝑢 + 𝑐ln𝑤 + 𝑑), 
 𝑢 = ∑  𝑁

𝑛=0 𝑡𝑛φ𝑛(𝑥); 
 𝑢 = exp[φ1(𝑥)𝑒𝑐𝑡 + φ2(𝑥)] 

(8) 

(9) 

2  𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑓(𝑢 − 𝑤)   𝑢 = 𝐴𝑡 + φ(𝑥)  (11) 

3  𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑏𝑢 + 𝑓(𝑢 − 𝑤)   𝑢 = 𝐴𝑒𝑏𝑡 + φ(𝑥)  (13) 

4  𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑢𝑓(𝑤/𝑢)   𝑢 = 𝑒λ𝑡φ(𝑥)  (15) 

5  𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑏𝑢 ln 𝑢 + 𝑢𝑓(𝑤/𝑢)   𝑢 = exp(𝐴𝑒𝑏𝑡 + 𝐵/𝑏)φ(𝑥)  (17) 

6  𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑘𝑢𝑥 = 𝑢𝑘+1𝑓(𝑤/𝑢)   𝑢 = 𝑡−1/𝑘φ(𝑥)  (22) 

7  𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑘𝑢𝑥 = 𝑏𝑢−𝑘 + 𝑓(𝑢𝑘+1 − 𝑤𝑘+1)   𝑢 = [φ(𝑥) + 𝑏(𝑘 + 1)𝑡]
1

𝑘+1  (23) 

8  𝑢𝑡 + 𝑎𝑒λ𝑢𝑢𝑥 = 𝑒λ𝑢𝑓(𝑢 − 𝑤)   𝑢 = φ(𝑥) −
1

λ
ln𝑡  (24) 

9  𝑢𝑡 + 𝑓′𝑢𝑢𝑥 =
𝑎

𝑓′𝑢
+ 𝑔[𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑤)]   𝑓(𝑢) = 𝑎𝑡 + φ(𝑥)  (25) 

Уравнения с произвольным аргументом по 𝑡, когда 𝑤 = 𝑢(𝑥, η(𝑡)) 

10  𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑘𝑢𝑥 = 𝑢𝑓(𝑤/𝑢)   𝑢 = (𝐴𝑥 + 𝐵)1/𝑘ψ(𝑡)  (26) 

11  𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑘𝑢𝑥 = 𝑏𝑢𝑘+1 + 𝑢𝑓(𝑤/𝑢)   𝑢 = 𝑒𝑏𝑥/𝑎ψ(𝑡)  (27) 

12  𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑘𝑢𝑥 = 𝑏 + 𝑢−𝑘𝑓(𝑢𝑘+1 − 𝑤𝑘+1)   𝑢 = [ψ(𝑡) + 𝑏(𝑘 + 1)𝑥/𝑎]
1

𝑘+1  (28) 

13  𝑢𝑡 + 𝑎𝑒λ𝑢𝑢𝑥 = 𝑓(𝑢 − 𝑤)   𝑢 =
1

λ
ln(𝐴𝑥 + 𝐵) + ψ(𝑡)  (29) 

14  𝑢𝑡 + 𝑎𝑒λ𝑢𝑢𝑥 = 𝑏𝑒λ𝑢 + 𝑓(𝑢 − 𝑤) 
 𝑢 =

1

λ
ln(𝐴𝑒𝑏λ𝑥/𝑎 + 𝐵) + ψ(𝑡); 

 𝑢 = ψ(𝑡) + 𝑏𝑥/𝑎 

(31) 

(32) 

15  𝑢𝑡 + 𝑎𝑒λ𝑢𝑢𝑥 = 𝑏 + 𝑒−λ𝑢𝑓(𝑒λ𝑢 − 𝑒λ𝑤)   𝑢 =
1

λ
ln[ψ(𝑡) + 𝑏λ𝑥/𝑎]  (33) 

16  𝑢𝑡 + (𝑎ln𝑢 + 𝑏)𝑢𝑥 = 𝑐𝑢ln𝑢 + 𝑢𝑓(𝑤/𝑢)   𝑢 = 𝑒𝑐𝑥/𝑎ψ(𝑡)  (34) 

17  𝑢𝑡 + 𝑎𝑓′𝑢𝑢𝑥 = 𝑏 +
1

𝑓′𝑢
𝑔[𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑤)]   𝑓(𝑢) = ψ(𝑡) + 𝑏𝑥/𝑎  (35) 

18  𝑢𝑡 + 𝑎𝑓′𝑢𝑢𝑥 = 𝑏𝑓(𝑢) +
𝑓(𝑢)

𝑓′𝑢
𝑔[𝑓(𝑤)/𝑓(𝑢)]   𝑓(𝑢) = 𝑒𝑏𝑥/𝑎ψ(𝑡) (36) 

19  𝑢𝑡 = 𝑎𝑢 + 𝑏𝑤 + 𝐹(𝑥, 𝑢𝑥, 𝑤𝑥) + 𝐺(𝑡, 𝑢 − 𝑤)   𝑢 = φ(𝑥) + ψ(𝑡) (37) 

20  𝑢𝑡 = 𝑎𝑢ln𝑢 + 𝑢𝐹(𝑥, 𝑢𝑥/𝑢) + 𝑢𝐺(𝑡, 𝑤/𝑢)   𝑢 = φ(𝑥)ψ(𝑡) (38) 

Уравнения с произвольными аргументами по обеим переменным, когда 𝑤 = 𝑢(ξ(𝑥),  η(𝑡)) 

21  𝑢𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 = 𝑢(𝑏ln𝑢 + 𝑐ln𝑤 + 𝑑)   𝑢 = φ(𝑥)ψ(𝑡)  (21) 

 
 

КРАТКИЕ ВЫВОДЫ 
 

Рассмотрено более тридцати нелинейных 

уравнений переноса с пропорциональным за-

паздыванием и более двадцати уравнений с 

произвольными аргументами, допускающих 

точные решения. Получены точные решения с 

аддитивным, мультипликативным и обобщен-

ным разделением переменных, решения типа 

бегущей волны и автомодельные решения. 

Большинство уравнений и точных решений 

содержат свободные параметры, многие уравне-

ния зависят от произвольных функций. Рас-

смотренные уравнения и их точные решения 

могут использоваться при изучении соответст-

вующих процессов с запаздыванием и в 

формулировках тестовых задач для оценки 

точности численных и приближенных аналити-

ческих методов. 

Автор благодарит А.Д. Полянина за внима-

ние к статье и полезные замечания. 
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Nonlinear transport equations with proportional delay, allowing exact solutions, are considered. More than thirty 

equations with proportional delay and a constant transfer coefficient, or with a transfer coefficient of power-law, 

exponential or logarithmic form depending on the desired function, have been described. The kinetic functions of all 

equations under consideration contain free parameters and in most cases also contain arbitrary functions. Exact 

additive, multiplicative, generalized and functional separable solutions, as well as traveling-wave and self-similar 

solutions are obtained. Most exact solutions contain free parameters. Over twenty more complex nonlinear transport 

equations with arbitrary arguments, allowing exact solutions, are also presented. The equations considered and their 

exact solutions can be used in the formulation of test problems to assess the accuracy of numerical methods. 

 

Keywords: nonlinear trasport equations with proportional delay, nonlinear transport equations with arbitrary 

arguments, functional-differential equations, equations of mathematical physics with delay, exact solutions, separable 

solutions, traveling-wave solutions, self-similar solutions.  
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