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Рассматриваются уравнения Шредингера с кубическими и более сложными нелинейностями, содержа-

щими искомую функцию с запаздывающим аргументом. Высказаны физические соображения о возможных 
причинах появления запаздывания в подобных нелинейных уравнениях и моделях. Описаны одномерные 
редукции, приводящие исследуемые уравнения в частных производных с запаздыванием к более простым 
обыкновенным дифференциальным уравнениям или обыкновенным дифференциальным уравнениям с за-
паздыванием. Найдены точные решения нелинейного уравнения Шредингера общего вида с запаздыванием, 
которые выражаются в квадратурах. Особое внимание уделено трем уравнениям специального вида с куби-
ческой нелинейностью, которые допускают простые решения в элементарных функциях, а также более 
сложные точные решения с обобщенным разделением переменных. Помимо нелинейных уравнений Шре-
дингера с постоянным запаздыванием исследуются также некоторые более сложные уравнения с перемен-
ным запаздыванием общего вида. Полученные результаты могут быть полезны для тестирования математи-
ческих моделей, описываемых нелинейными уравнениями Шредингера с запаздыванием и родственными 
уравнениями математической физики. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 
Нелинейное уравнение Шредингера. В ря-

де разделов теоретической физики, включая не-
линейную оптику, сверхпроводимость и физику 
плазмы, используется нелинейное уравнение 
Шредингера [1–6]: 

  0,t xxiu ku f u u                    (1) 

где u (x,t)  комплекснозначная функция дей-
ствительных аргументов, квадрат модуля кото-
рой соответствует интенсивности света, t  вре-
мя, x  пространственная переменная,  f u  – 

функция потенциала, k  параметр уравнения, 
i2  = –1. 

Классическое нелинейное уравнение Шре-
дингера с кубической нелинейностью, которая 
определяется функцией 

  2 ,f u b u
                        

(2) 

хорошо известно в научной периодике. Оно ис-
пользуется для характеристики огибающей вол-
нового пакета и описывает математические мо-
дели при распространении волн по существу во 
всех разделах физики, где рассматриваются 
волновые процессы. Однако особенно популяр-
ным это уравнение сталo после теоретического 
и экспериментального обоснования применения 
нелинейного уравнения Шредингера в нелиней-
ной оптике [7–10]. При описании распростране-
ния импульсов в оптическом волокне выраже-
ние со второй производной отвечает за диспер-
сию импульса, функция  f u  характеризует 
взаимодействие светового импульса с материа-
лом волокна и определяет нелинейную зависи-
мость коэффициента преломления света в нели-
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нейной среде. Для классического нелинейного 
уравнения Шредингера функция (2) соответ-
ствует квадратичной зависимости коэффициен-
та преломления и называется керровской нели-
нейностью. Уникальность уравнения (1)–(2) 
объясняется не только тем, что оно является 
базовым уравнением для описания процессов 
передачи информации в оптической среде, но и 
тем, что относится к классу интегрируемых 
уравнений в частных производных. Уравнение 
имеет бесконечное число законов сохранения, 
преобразования Бэклунда и проходит тест Пен-
леве. Задача Коши для уравнения (1)–(2) с 
начальным условием общего вида решается ме-
тодом обратной задачи рассеяния [4, 5]. 

Отметим, что точные решения нелинейного 
уравнения Шредингера (1) для произвольной 
функции приведены в [11, 12]. 

Родственные и более сложные уравнения ти-
па Шредингера, которые встречаются в литера-
туре, можно найти, например, в [11, 13–24]. 

 
Дифференциальные уравнения с запазды-

ванием. Для математического моделирования 
многих явлений и процессов, проявляющих 
свойства наследственности (или последей-
ствия), когда скорость изменения искомой ве-
личины зависит не только от ее текущего зна-
чения, но и от некоторого значения (или не-
скольких значений) в прошлом, используются 
дифференциальные уравнения с запаздыванием. 
В биологии и биомеханике запаздывание связа-
но с ограниченной скоростью передачи нервных 
и мышечных реакций в живых тканях. В меди-
цине – в задачах о распространении инфекци-
онных заболеваний − время запаздывания опре-
деляется инкубационным периодом (промежу-
ток времени от момента заражения до появле-
ния первых признаков заболевания). В динами-
ке популяций запаздывание связано с тем, что 
особи участвуют в размножении не сразу, а 
только после достижения репродуктивного воз-
раста. В теории управления запаздывание воз-
никает из-за ограниченных скоростей распро-
странения сигнала и ограниченных скоростей 
технологических процессов. Наиболее распро-
страненные уравнения в частных производных с 
запаздыванием, методы их решения и некото-
рые приложения описаны, например, в книгах 
[25, 26]. 

Для формулировки простейших задач с по-
следействием используются обыкновенные 
дифференциальные уравнения (ОДУ), завися-
щие от времени t, которые, помимо искомой 

функции u (t), содержат также функцию 
( ) ,u u t= − τ  где τ > 0 − постоянное время запаз-

дывания. Для описания родственных, более 
сложных, пространственно неоднородных задач 
с запаздыванием чаще всего используются 
уравнения с частными производными реакци-
онно-диффузионного типа [25, 26]: 

( )( , ), , ,t xxu ku F u u u u x t= + = − τ       (3) 

где k > 0 − коэффициент переноса (диффузии); 
x − пространственная переменная; ( , )F u u  – 
кинетическая функция, а τ > 0 − постоянное 
время запаздывания. Уравнение с запаздывани-
ем (3) является естественным обобщением 
обычного нелинейного реакционно-диффузион-
ного уравнения без запаздыванием с функцией 

( , ) ( ).F u u f и=  Специальный частный случай 
уравнения (3) при ( , ) ( )F u u f и=  допускает 
простую физическую интерпретацию: перенос 
вещества в локально-неравновесной среде про-
являет инерционные свойства, т.е. система реа-
гирует на воздействие не мгновенно, как в клас-
сическом локально-равновесном случае, а на 
время запаздывания τ позже. 

Отметим, что в литературе встречаются так-
же более сложные функционально-дифферен-
циальные уравнения с пропорциональным за-
паздыванием τ = qt (0 < q < 1) и переменным 
запаздыванием более сложного вида τ = τ (t) или 
τ = τ (x) (см., например, [26–28]). 

Много точных решений реакционно-диф-
фузионных уравнений с постоянным запазды-
ванием вида (3) и родственных нелинейных 
уравнений параболического типа с запаздыва-
нием можно найти в [12, 26, 29–32]. В [12, 26–
28] описаны некоторые точные решения более 
сложных реакционно-диффузионных уравнений 
с переменным запаздыванием различного типа. 
Точные решения нелинейных волновых уравне-
ний с постоянным и переменным запаздывани-
ем, которые формально получаются из (3) заме-
ной первой производной по времени ut на вто-
рую производную utt, приведены в [12, 26, 33, 
34]. 

Похожие аргументы можно высказать и для 
многочисленных математических моделей, опи-
сываемых обобщенными нелинейными уравне-
ниями Шредингера, несмотря на то, что процес-
сы в нелинейной оптике непосредственно свя-
заны с передачей оптических солитонов раз-
личного типа. Известно, что квадрат модуля 
оптического солитона характеризует интенсив-
ность светового импульса. Хотя скорость рас-
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пространения электромагнитной волны по оп-
тическому волокну имеет огромную скорость, 
реакция материала оптического волокна обла-
дает некоторой инерцией, которая может при-
водить к запаздыванию. Такая инерция особен-
но проявляется при распространения ультрако-
ротких оптических солитонов для фемтосе-
кундных импульсов меньших 1 пс. В этом слу-
чае приходится учитывать как производные 
старших порядков, отвечающие за дисперсию 
высокого порядка, так и вынужденное комби-
национное рассеяние, экспериментально под-
твержденное в 1985 г. 

Как отмечено в [1], учет вынужденного ком-
бинационного рассеяния при описании ультра-
коротких импульсов в оптическом волокне, 
привел к открытию нового явления, получивше-
го название «самосдвига частоты» солитона, 
которое непосредственно связано с инерцией 
рассеяния и было объяснено его возникновени-
ем. Установлено, что это явление порождает 
непрерывный сдвиг несущей частоты оптиче-
ского солитона, при котором его спектр стано-
вится столь широким, что высокочастотные 
компоненты начинают передавать свою энер-
гию низкочастотным компонентам. Как показа-
но в [1], данный процесс продолжается при пе-
редаче информации по световоду, возрастает 
линейно с течением времени и может стать до-
статочно значительным для ультракоротких 
импульсов. 

Сказанное выше приводит к целесообразно-
сти учета запаздывания в выражениях для по-
тенциала при различных обобщениях и даль-
нейших модификациях нелинейных уравнений 
Шредингера. 

 
Точные решения (терминология). В дан-

ной статье под «точными решениями нелиней-
ных уравнений в частных производных с посто-
янным или переменным запаздыванием» пони-
маются решения [26], которые выражаются: 

a) через элементарные функции; 
b) в квадратурах, т.е. через элементарные 

функции, функции, входящие в уравнение (это 
необходимо, если уравнение содержит произ-
вольные или специальные функции) и неопре-
деленные интегралы; 

c) через решения обыкновенных дифферен-
циальных уравнений или систем таких уравне-
ний; 

d) через решения обыкновенных дифферен-
циальных уравнений с запаздыванием (посто-
янным или переменным) или систем таких 
уравнений. 

Допускаются также различные комбинации 
решений, описанных в пп. a) – d). В случаях a) и 
b) точные решение могут быть представлены в 
явной, неявной или параметрической форме. 

Важно отметить, что наличие запаздывания в 
уравнениях математической физики существен-
но усложняет анализ таких уравнений и соот-
ветствующих начально-краевых задач [25, 26]. 
В частности, уравнения с частными производ-
ными при постоянном запаздывании не допус-
кают автомодельных решений [26], которые 
часто имеют родственные более простые урав-
нения без запаздывания. 

 
НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА 

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ.  
СПЕЦИАЛЬНЫЕ СЛУЧАИ  

И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
 
Одномерное нелинейное уравнение Шре-

дингера с запаздыванием. Будем рассматри-
вать одномерное нелинейное уравнение Шре-
дингера весьма общего вида с запаздыванием 

( )
( , ) 0,
, ,

t xxiu ku F u u u
u u x t

+ + =
= − τ

         
   

 (4) 

где ( , )u u x t=  – искомая комплекснозначная 
функция действительных аргументов, k > 0 – 
свободный параметр, i2  = –1, F (z1, z2) – заданная 
действительная функция двух аргументов; 
τ > 0 – время запаздывания, которое считается 
постоянным. Нелинейное уравнение Шрединге-
ра с запаздыванием (4) является естественным 
обобщением обычного нелинейного уравнения 
Шредингера без запаздывания (1), которое со-
ответствует функции ( , ) ( ).F u u f u=  

Отметим три специальные функции 
2

2 2
1 2

( , ) , ( , ) ,

( , ) ,

F u u b u F u u b u u

F u u b u b u

= =

= +
      (5) 

определяющие потенциалы уравнений вида (4) 
с кубической нелинейностью, которые при от-
сутствии запаздывания (т.е. при τ = 0) приводят 
к классическому нелинейному уравнению Шре-
дингера (1)–(2). 
Замечание 1. В работе [35] изучались свой-

ства решений начально-краевых задач для про-
странственного обобщения уравнения (4) с по-
тенциалом 

( , ) ( ) , 0.рF u u u f u и р= − − ≥  
 



НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ: 
ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ, РЕДУКЦИИ И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

 

– 343 – 

Преобразования нелинейного уравнения 
Шредингера с запаздыванием 

 
1°. Преобразование 

( ) ( )
1 2 3 4

5 6

, ,

, exp ,

x C X C t C T C

u U X T i C T C

= + = +

 = +
 

          (6) 

где C1,…, C6 – произвольные действительные 
постоянные (C1 , C3 ≠ 0), приводит уравнение 
(4) к уравнению аналогичного вида:  
 

2
3 1T XXiU kC C U−+ +  

[ ]3 5( , ) 0,C F U U C U+ − =               (7) 

* * 3( , ), / .U U X T C= − τ τ = τ  
 

2°. Представим искомую функцию в показа-
тельной форме 

, ,iu re r uϕ= =
                  

 (8) 

где r = r (x, t) ≥ 0 и ϕ = ϕ (x, t) – действительные 
функции. 

Дифференцируя (8), находим производные: 

[ ]2

( ) ,
( ) ,

(2 ) .

i
t t t

i
x x x

i
xx xx x x x xx

u r ir e

u r ir e

u r r i r r e

ϕ

ϕ

ϕ

= + ϕ

= + ϕ

= − ϕ + ϕ + ϕ       
 (9) 

Подставим (9) в (4) и сократим все члены на 
.ie ϕ  Приравняв далее к нулю действительную и 

мнимую части полученного соотношения, при-
ходим к следующей системе двух действитель-
ных уравнений в частных производных с запаз-
дыванием: 

2 ( , ) 0,
2 0, ( , ).

t xx x

t x x xx

r kr kr F r r r
r kr kr r r x t

− ϕ + − ϕ + =
+ ϕ + ϕ = = − τ

     (10) 

Система (10) вместе с выражением (8) будут 
использованы далее для построения точных ре-
шений нелинейного уравнения Шредингера с 
запаздыванием (4). 

 
Точные решения в случае потенциала об-

щего вида с запаздыванием. Ниже описаны 
точные решения нелинейного уравнения Шре-
дингера с запаздыванием (4) в случае произ-
вольного потенциала, который задается функ-
цией двух переменных ( , ).F u u  Для построе-
ния решений используются методы обобщенно-
го разделения переменных (см., например, [11, 
26, 36]). 

1°. Система (10) имеет простое точное реше-
ние: 

1 2 3
2

1 1 2

, ,

( , ) ,

r C C x C Bt

B F C C kC

= ϕ = + +

= −
            (11) 

где C1, C2, C3 – произвольные действительные 
постоянные. Подставив (11) в (8), получим ре-
шение типа бегущей волны рассматриваемого 
нелинейного уравнения (4): 

2 3( ) 2
1 1 1 2, ( , ) ,i С х С Btu С e B F C C kC+ += = −  

которое не зависит от времени запаздывания τ. 
2°. Система (10) допускает более сложное 

нестационарное, не зависящее от времени за-
паздывания τ точное решение вида 

        1( ), ( ),r r x C t x= ϕ = + θ
            

(12) 

где C1 – произвольная постоянная, а функции 
( )r r x=  и ( )xθ = θ  описываются системой 

ОДУ 
2

1( ) ( , ) 0,
2 0.

xx x

x x xx

kr kr С r F r r r
r r

′′ ′− θ − + =
′ ′ ′′θ + θ =

     (13) 

Интегрируя дважды второе уравнение (13), 
последовательно находим 

2 2
2 2 3, ,x C r C r dx C− −′θ = θ = +

         
(14) 

где C2, C3 – произвольные постоянные. Подста-
вив (14) в первое уравнение (13), получим не-
линейное ОДУ второго порядка автономного 
вида 

2 3
12 ( , ) 0,xxkr kС r С r F r r r−′′ − − + =

 
       (15) 

общее решение которого можно представить в 
неявной форме 

1/2
1 22 2

42

5

2 ( , )

,

С
r С r rF r r dr C dr

k k
С x

−
− − − + =  

= ±

  (16) 

где C4, C5 – произвольные постоянные. Таким 
образом показано, что система (10) допускает 
точное решение (12), которое можно выразить в 
квадратурах. 

Отметим, что для уравнений Шредингера с 
кубическими потенциалами, которые опреде-
ляются функциями (5), левую часть решения 
(16) можно выразить через эллиптические инте-
гралы. 
Замечание 2. Более сложное нелинейное 

уравнение Шредингера (4) с переменным запаз-
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дыванием, в котором τ = τ (x, t) > 0 – произволь-
ная непрерывная функция, также допускает ре-
шение вида (8), (12), где функция r = r (x) опи-
сывается ОДУ (15), а функция θ = θ (x) находит-
ся с помощью второго соотношения (14). Отме-
тим, что точные решения нелинейных реакци-
онно-диффузионных уравнений с переменным 
запаздыванием разного типа рассматривались в 
работах [12, 26–28]. 

3°. Покажем, что система (10) допускает 
точное решение с обобщенным разделением 
переменных вида 

2( ), ( ) ( ) ( ).r r t a t x b t x c t= ϕ = + +        (17) 

Для этого подставим (17) в (10). В результате 
первое уравнение системы приводится к квад-
ратному уравнению относительно x, коэффици-
енты которого зависят от времени. Приравнивая 
нулю функциональные коэффициенты этого 
квадратного уравнения и добавляя второе урав-
нение системы, которое в данном случае зави-
сит только от t, получим следующую систему 
ОДУ: 

2

2

4 , 4 ,

( , ), 2 .
t t

t t

a ka b kab

c kb F r r r kar

′ ′= − = −

′ ′= − + = −
        (18)

 

Здесь первые три уравнения были сокраще-
ны на r и введено обозначение ( ).r r t= − τ  

Сначала проинтегрируем первое уравнение 
системы (18), затем второе и четвертое, а в кон-
це – третье. В итоге имеем 

3

1

,
С

r
t C

=
+  1

1 ,
4 ( )

a
k t C

=
+

 

2

1
,

2 ( )
C

b
k t C

=
+

                    (19) 

2
3 32

4
1 1 1

, ,
4 ( )

С С С
c F dt C

k t C t C t C

 
= + +  + + − τ + 

  

где C1, C2 , C3 , C4,– произвольные постоянные. 
Подставив выражения (19) в (17), получим 

 

( )2
3 2

11

3 3
4

1 1

,
4 ( )

, .

С х С
r

k t Ct C

С С
F dt C

t C t C

+
= ϕ = +

++

 
+ +  + − τ + 


      (20) 

Отметим, что для уравнений Шредингера с 
кубическими потенциалами, которые опреде-
ляются функциями (5), интеграл в правой части 
второго выражения (20) выражается через эле-

ментарные функции. В частности, для первой 
функции (5) решения (20) принимают вид 

3

1

,
С

r
t C

=
+

( )2
2 2

1 43
1

ln( ) .
4 ( )
х С

bС t C C
k t C

+
ϕ = + − τ + +

+
 

Замечание 3. Более сложное нелинейное 
уравнение Шредингера (4) с переменным запаз-
дыванием, где τ = τ (t) > 0 – произвольная не-
прерывная функция, также допускает решение 
вида (8), (12), в котором функции r = r (t) и θ = 
= θ (x, t) находятся с помощью формул (20) при 
τ = τ (t). 

4°. Система (10) допускает точное решение 
вида 

r = r (z) ,  ϕ = C1 t + C2 x + θ (z),  z = x+λt,    (21) 

где C1, C2, λ – произвольные постоянные, кото-
рое обобщает решение (12). Частному случаю 
C1 = C2 = 0 в (21) соответствует решение типа 
бегущей волны. 

Подставив (21) в (10), получим смешанную 
нелинейную систему, состоящую из ОДУ с за-
паздыванием и ОДУ без запаздывания: 

2
1 2( ) ( ) ( , ) 0,z zz zr С kr kr С F r r r′ ′′ ′− + λθ + − + θ + =

22 ( ) 0,
( ),

z z z zzr kr С kr
r r z

′ ′ ′ ′′λ + + θ + θ =
= −λτ         

(22) 

Специальный случай. В частном случае 
θ (z) = C3, λ = – 2kC2 при C2  < 0 система (22) сво-
дится к одному ОДУ второго порядка с посто-
янным запаздыванием: 

2
1 2

1 1 2

( ) ( , ) 0,
( ), 2 .

zzkr С С k r F r r r
r r z kC

′′ − + + =
= − τ τ = − τ

   
  

 (23) 

Для нелинейного уравнения Шредингера с 
запаздыванием (4) и потенциалом специального 
вида 

2 2( , ) ( ),F u u f u u= +  

где f (z) – произвольная функция, в соответ-
ствующем ОДУ с запаздыванием (23) следует 
положить 2 2( , ) ( ).F r r f r r= +  В этом случае 
уравнение (23) допускает точные периодиче-
ские решения: 

4( ) sin( ) , 0, 1, 2,... .п пr z z С п= β σ + =     (24) 
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Здесь C4 – произвольная постоянная, параметры 
βn находятся из алгебраического (трансцен-
дентного) уравнения 

22 2
1 2( ) ,n nf k С C kβ = σ + +  

а константы σn определяются по формулам  

1
(1 2 ) (1 2 ),

2 2
0, 1, 2, ... .

n п п

п

π πσ = + = +
τ λτ

=
        (25) 

В частности, уравнение Шредингера с запаз-
дыванием (4) и кубической нелинейностью, ко-
торая задается потенциалом 

2 2( , ) ( ),F u u b u u= +   b = const, 
имеет точные решения вида (21), где θ (z) = C3, 
λ = –2kC2 (при C2 < 0 ), функция r(z) приведена в 
(24), а константы βn и σn находятся по формулам 

22
1 2 ,n

n
k С C k

b
σ + +

β =

1
(1 2 ) (1 2 ), 0, 1, 2, ...

2 2n п п пπ πσ = + = + =
τ λτ

 

Решения с обобщенным разделением пе-
ременных уравнений Шредингера с кубиче-
ской нелинейностью. Нелинейные уравнения 
Шредингера с постоянным запаздыванием (4) и 
кубическими нелинейностями, которые опреде-
ляются зависимостями (5), допускают точные 
решения с обобщенным разделением перемен-
ных вида 

[ ]2( , ) ( ) exp ( ) ,u x t ax c i x x= + α +β + γ      (26) 

где пять определяющих функций – a = a(t), c = 
= c(t), α = α(t), β = β(t), γ = γ(t) – описываются 
смешанными системами уравнений, содержа-
щими ОДУ без запаздывания и ОДУ с запазды-
ванием. 

В переменных (8) решение (26) сводится к 
системе (10), в которой следует положить 

2, .r ax c x x= + ϕ = α +β + γ             (27) 

Подставим функции (27) в (10). Используя 
зависимости (5) и разделяя переменные в полу-
ченных уравнениях, приходим к системам для 
определяющих функций. Эти системы для всех 
трех зависимостей (5) приведены ниже. 

1°. При 2( , )F u u b u=  система для опреде-
ляющих функций записывается так: 

2 2

2 2

6 , 2 2 ,
4 , 4 2 ,

,

t t

t t

t

a ka c kа kс

k ba k bас

k bс

′ ′= − α = − β − α
′ ′α = − α + β = − αβ +

′γ = − β +
   (28)

 

где ( ), ( ).a a t c c t= − τ = − τ  

2°. При ( , )F u u bu u=  система для опреде-
ляющих функций имеет вид 

2

2

6 , 2 2 ,
4 ,

4 ( ), .

t t

t

t t

a ka c kа kс

k baa

k b ас ас k bcс

′ ′= − α = − β − α
′α = − α +

′ ′β = − αβ + + γ = − β +

  (29) 

3°. При 2 2
1 2( , )F u u b u b u= +  система для 

определяющих функций записывается так: 

2 2 2
1 2

1 2
2 2 2

1 2

6 , 2 2 ,
4 ,

4 2 2 ,
.

t t

t

t

t

a ka c kа kс

k b a b a
k b ас b ас

k b c b с

′ ′= − α = − β − α
′α = − α + +

′β = − αβ + +
′γ = − β + +

        (30) 

Смешанные системы (28)–(30), состоящие из 
обыкновенных дифференциальных уравнений и 
обыкновенных дифференциальных уравнений с 
запаздыванием, существенно проще рассматри-
ваемых нелинейных уравнений Шредингера с 
запаздыванием (4)–(5). Эти системы могут 
быть, например, проинтегрированы численны-
ми методами, описанными в [26]. 

Отметим, что описанные в данном разделе 
решения нелинейных уравнений Шредингера с 
запаздыванием (4) и кубическими нелинейно-
стями, которые определяются зависимостями 
(5), обобщаются на случай переменного запаз-
дывания общего вида (в этих уравнениях и ре-
шениях τ = const надо просто заменить на 
τ = τ(t)). 
Замечание 4. В [37] исследовалось линейное 

уравнение Шредингера специального вида, в 
котором постоянное запаздывание входило в 
пространственные производные. 
Замечание 5. В [25,38–40] рассматривались 

нелинейные уравнения Шредингера с распреде-
ленным запаздыванием, содержащие инте-
гральные слагаемые. 

 
 

КРАТКИЕ ВЫВОДЫ 
 

Исследуются нелинейные уравнения Шре-
дингера, потенциал которых зависит от искомой 
функции с запаздывающим аргументом. Описа-
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ны одномерные редукции, приводящие рас-
сматриваемые уравнения к обыкновенным 
дифференциальным уравнениям или обыкно-
венным дифференциальным уравнениям с за-
паздыванием. Найдены точные решения нели-
нейных уравнений Шредингера с запаздываем, 
которые выражаются в квадратурах или элемен-
тарных функциях. Полученные результаты мо-
гут использоваться в качестве тестовых задач 
для численных методов интегрирования урав-
нений математической физики с запаздыванием. 

 
ФИНАНСИРОВАНИЕ 

 
Работа выполнена по темам государственно-

го задания (№№ госрегистрации 124012500440-
9 и FSWU-2023-0031). 

 
СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

 
1. Агравал Г. Нелинейная волоконная оптика. М: 

Мир, 1996. 
2. Кившарь Ю.С., Агравал Г. Оптические солито-

ны. От волоконных световодов к фотонным кристал-
лам. М: Физматлит, 2005. 

3. Kodama Y., Hasegawa A. Nonlinear pulse propa-
gation in a monomode dielectric guide // IEEE Journal 
of Quantum Electronics, 1987. V. 23. № 5. P. 510–524. 

4. Drazin P.G., Johnson R.S. Solitons: An Introduc-
tion. Cambridge: Cambridge University Press, 1989. 

5. Ablowitz M.J., Clarkson P.A. Solitons Nonlinear 
Evolution Equations and Inverse Scattering. Cambridge: 
Cambridge University Press, 1991. 

6. Kivshar Yu.S., Malomed B.A. Dynamics of soli-
tons in nearly integrable systems // Rev. Mod. Phys., 
1989. V. 63. P. 763–915. 

7. Ахманов С.А., Сухоруков А.П., Хохлов Р.В. Са-
мофокусировка и дифракция света в нелинейной 
среде // Успехи физических наук, 1967. Т. 93. № 1. 
С. 19–70. 

8. Hasegawa A., Tappert F. Transmission of station-
ary nonlinear optical pulses in dispersive dielectric fi-
bers. I. Anomalous dispersion // Applied Physics Letters, 
1973. V. 23. № 3. P. 142–144. 

9. Hasegawa A., Tappert F. Transmission of station-
ary nonlinear optical pulses in dispersive dielectric fi-
bers. II. Normal dispersion // Applied Physics Letters, 
1973. V. 23. № 4. P. 171–172. 

10. Tai K., Hasegawa A., Tomita A. Observation of 
modulational instability in optical fibers // Physical Re-
view Letters, 1986. V. 56. № 2. P. 135–138. 

11. Polyanin A.D., Zaitsev V.F. Handbook of Non-
linear Partial Differential Equations, 2nd ed. Boca Ra-
ton: CRC Press, 2012. 

12. Polyanin A.D. Handbook of Exact Solutions to 
Mathematical Equations. Boca Raton: CRC Press – 
Chapman & Hall, 2025. 

13. Kudryashov N.A. A generalized model for de-
scription of propagation pulses in optical fiber // Optik, 
2019. V. 189. № 42, 52. 

14. Kudryashov N.A. Solitary and periodic waves of 
the hierarchy for propagation pulse in optical fiber // 
Optik, 2019. V. 194. 163060. 

15. Kudryashov N.A. Mathematical model of propa-
gation pulse in optical fibe with power nonlinearities // 
Optik, 2020. V. 212. 164750. 

16. Kudryashov N.A. Solitary waves of the non-local 
Schrödinger equation with arbitrary refractive index // 
Optik, 2021. V. 231. 166443. 

17. Kudryashov N.A. Stationary solitons of the gen-
eralized nonlinear Schrödinger equation with nonlinear 
dispersion and arbitrary refractive insex // Applied 
Mathematics Letters, 2022, V. 128. 107888. 

18. Kudryashov N.A. Almost general solution of the 
reduced higher-order nonlinear Schrodinger equation // 
Optik, 2021. V. 230. 66347. 

19. Yildirim Y. Optical solitons to Schrödinger-Hirota 
equation in DWDM system with modified simple equa-
tion integration architecture // Optik, 2019. V. 182. 
P. 694–701. 

20. Zayed E.M.E., Shohib R.M.A., Biswas A., Eki-
ci M., Alshomrani A.S., Khan S., Zhou Q., Belic M.R. 
Dispersive solitons in optical fibers and DWDM net-
works with Schrödinger–Hirota equation // Optik, 2019. 
V. 199. 163214. 

21. Zayed E.M.E. , Shohib R.M.A., Alngar M.E.M., 
Biswas A., Moraru L., Khan S., Yildirim Y., Alshehri 
H.M., Belic M.R. Dispersive optical solitons with Schrö-
dinger-Hirota model having multiplicative white noise 
via Ito Calculus // Physics Letters, Sect. A: General, 
Atomic and Solid State Physics, 2022. V. 445. 128268. 

22. Wang G., Kara A.H., Biswas A., Guggilla P., Al-
zahrani A.K., Belic M.R. Highly dispersive optical soli-
tons in polarization-preserving fibers with Kerr law non-
linearity by Lie symmetry // Physics Letters, Sect. A: 
General, Atomic and Solid State Physics, 2022. V. 421. 
127768. 

23. Biswas A., Hubert M.B., Justin M., Betchewe G., 
Doka S.Y., Crepin K.T.,Ekici M., Zhou Q., Mosho-
koa S.P., Belic M. Chirped dispersive bright and singular 
optical solitons with Schrödinger-Hirota equation // 
Optik, 2018. V. 168. P. 192–195. 

24. Zhou Q., Xu M., Sun Y., Zhong Y., Mirzazadeh M. 
Generation and transformation of dark solitons, anti-dark 
solitons and dark double-hump solitons // Nonlinear Dy-
namics, 2022. V. 110. № 2. P. 1747–1752. 

25. Wu J. Theory and Applications of Partial Func-
tional Differential Equations. New York: Springer-
Verlag, 1996. 

26. Polyanin A.D., Sorokin V.G., Zhurov A.I. Delay 
Ordinary and Partial Differential Equations. CRC Press: 
Boca Raton–London, 2024. 

27. Polyanin A.D., Sorokin V.G. Nonlinear panto-
graph-type diffusion PDEs: Exact solutions and the prin-
ciple of analogy // Mathematics, 2021. V. 9. № 5. 511. 

 



НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ: 
ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ, РЕДУКЦИИ И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

 

– 347 – 

28. Polyanin A.D., Sorokin V.G. Exact solutions of 
reaction-diffusion PDEs with anisotropic time delay // 
Mathematics, 2023. V. 11. № 14. 3111. 

29. Meleshko S.V., Moyo S. On the complete group 
classification of the reaction diffusion equation with a 
delay // J. Math. Anal. Appl., 2008. V. 338. P. 448–466. 

30. Polyanin A.D., Zhurov A.I. Functional constraints 
method for constructing exact solutions to delay reac-
tion-diffusion equations and more complex nonlinear 
equations // Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul., 
2014. V. 19. № 3. P. 417–430. 

31. Polyanin A.D., Zhurov A.I. New generalized and 
functional separable solutions to nonlinear delay reac-
tion-diffusion equations // Int. J. Non-Linear Mech., 
2014. V. 59. P. 16–22. 

32. Polyanin A.D., Sorokin V.G. Construction of ex-
act solutions to nonlinear PDEs with delay using solu-
tions of simpler PDEs without delay // Commun. Non-
linear Sci. Numer. Simul., 2021. V. 95. 105634. 

33. Polyanin A.D., Zhurov A.I. Generalized and func-
tional separable solutions to nonlinear delay Klein–
Gordon equations // Commun. Nonlinear Sci. Numer. 
Simul., 2014. V. 19. № 8. P. 2676–2689. 

34. Long F.-S., Meleshko S.V. On the complete group 
classification of the one dimensional nonlinear Klein–
Gordon equation with a delay // Math. Methods Appl. 
Sciences, 2016. V. 39. № 12. P. 3255–3270. 

35. Sakbaev V.Z., Shiryaeva A.D. Nonlinear Schrö-
dinger equation with delay and its regularization // Lo-
bachevskii J. Mathematics, 2023. V. 44. № 3. P. 936– 
949. 

36. Galaktionov V.A., Svirshchevskii S.R. Exact Solu-
tions and Invariant Subspaces of Nonlinear Partial Dif-
ferential Equations in Mechanics and Physics. Boca Ra-
ton: Chapman & Hall/CRC Press, 2007. 

37. Agirseven D. On the stability of the Schrödinger 
equation with time delay // Filomat, 2018. Vol. 32. № 3. 
P. 759–766. 

38. Hale J.K., Lunel S.M.V. Introduction to Func-
tional Differential Equations. New York: Springer, 1993. 

39. Zhao Z., Ge W. Traveling wave solutions for 
Schrödinger equation with distributed delay // Applied 
Mathematical Modelling, 2011. V. 35. P. 675–687. 

40. Chen C.-F., Luo B. The freeze of intrapulse Ra-
man scattering effect of ultrashort solitons in optical 
fiber // Optik, 2007. V. 118. № 1. P. 1–4. 

 
 

 
 

Vestnik Natsional'nogo Issledovatel'skogo Yadernogo Universiteta «MIFI», 2024, vol. 13, no. 5, pp. 340‒349 
 

 
 

NONLINEAR SCHRÖDINGER EQUATIONS WITH DELAY:  
EXACT SOLUTIONS, REDUCTIONS, AND TRANSFORMATIONS 

 
A.D. Polyanin1, N.A. Kudryashov2 

1 Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics, Russian Academy of Sciences, Moscow, 119526, Russia 
2National Research Nuclear University MEPhI (Moscow Engineering Physics Institute),  

Moscow, 115409, Russia 
*e-mail: polyanin@ipmnet.ru 
**e-mail: nakudr@gmail.com 

 
Received September 26, 2024; revised September 27, 2024; accepted September 30, 2024 

 
Schrödinger equations with cubic and more complex nonlinearities containing the desired function with a de-

layed argument are considered. The physical considerations that can lead to the appearance of a delay in such non-
linear equations and models are expressed. One-dimensional reductions are described that lead the studied partial 
differential equations with delay to simpler ordinary differential equations or ordinary differential equations with 
delay. Exact solutions of the nonlinear Schrödinger equation of general form with delay, which are expressed in 
quadratures, are found. Special attention is paid to three equations with cubic nonlinearity, which allow simple so-
lutions in elementary functions, as well as more complex exact solutions with generalized separation of variables. 
In addition to nonlinear Schrödinger equations with constant delay, some more complex equations with variable 
delay of general form are also studied. The results obtained can be useful for testing mathematical models de-
scribed by the nonlinear Schrödinger equation with delay. 
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